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基于掩膜和最小二乘迭代的相位解包裹方法
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（昆明理工大学理学院激光研究所，云南，昆明６５００５１）

摘要　由于噪声、阴影、条纹断裂及欠采样等因素的影响，完成相位解包裹是一个困难的问题。最小二乘法能够提

供平滑解，但无法限制噪声的传播，特别是其平滑作用，容易导致误差。另一方面，注意到最小二乘相位解包裹算

法对空洞是有填充作用的 空洞中填充了向原始相位靠近的数值，为此提出了引入一个二值化掩膜，并将最小

二乘相位解包裹算法多次迭代的解相方法，以求加强最小二乘法对空洞的填充作用，同时又保证其它地方不因多

次迭代使误差放大，从而获得更好的解包裹结果。通过模拟计算和两个实验的检验表明，使用该方法得到的相位

已经很接近实验值，此方法比不使用掩膜和迭代的最小二乘解包裹算法有更好的结果。
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１　引　　言

光学干涉计量技术（以及ＩｎＳＡＲ雷达技术等）

能够实现非接触检测并提供全场的信息，因而有重

要的实用价值。但这些技术获得的相位是被“包裹”

（或缠绕）的，这是因为计算相位一般要使用反正切

函数，其值域是（－π，π］，因而相位被限定在（－π，

π］之内，直接计算得到的相位被“截断”了（称为被

“包裹”或“缠绕”），所以不能直接得到待测的实际相

位。实际测量时必须将被截断（包裹）的相位连接起

来，即解除相位“截断”，把被包裹的相位恢复到实际

的相位值，这个过程称为相位解包裹、相位展开或者

解相等。相位解包裹的算法发展很快，国内、外学者

提出了很多算法，归结起来主要是三种，即基于残点

确定积分路线的残差缺口法［１～４］，依据最小二乘准

则的路径无关算法［５～７］以及基于网络流理论的网络

流相位解包裹算法［８］。从数学意义上看，相位解包
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裹问题是一个不适定问题，目前各种算法都是在一

定程度上近似地逼近真实解。可以说各种相位解包

裹算法不同之处本质上是目标函数的不同或者求解

算法的不同。目前已经提出了很多目标函数，如枝

切法以连接的枝切最短为目标函数，最小范数法包

裹相位梯度与待求相位梯度之间的最小范数解为目

标函数，还有一些基于贝叶斯推断的统计模型等。

而求解这些目标函数涉及到大量的数值求解算法，

如基于离散Ｐｏｓｓｉｏｎ方程求解的ｄｃｔ算法、ｆｆｔ算法

和多重网格算法，基于网络优化理论中的最小间隔

树和最小费用流等算法，以及基于统计力学里的模

拟退火和均方退火等一些算法。

实际问题中，由于噪声、阴影、条纹断裂及欠采

样等因素的影响，相位解包裹成为一个非常困难的

问题，因为包裹相位中有大量不可靠数据点存在。

前面提到的各种算法有着各自的优、缺点及适用条

件。比如残差缺口法是一种高效、精确的相位解包

裹算法，但由于需要设置枝状缺口，对于有大量不可

靠数据点的区域，容易形成孤岛而无法解包裹。又

比如最小二乘法能够提供平滑解，但无法限制相位

噪声的传播，特别是最小二乘法的平滑作用，有峰削

尖、谷填底和陡坡变缓的趋势，继而导致误差，对此

有研究者提出了加权最小二乘解包裹算法［９，１０］，取

得了不错的效果。

２　最小二乘相位解包裹算法的平滑和

填充特性

最小二乘法有“平滑作用”，一般认这为是该方

法的缺点之一，其实它还有填充的特性。为了描述

其特点，作下面的模拟计算：用 Ｍａｔｌａｂ中的ｐｅａｋｓ

函数再乘以４构建一个二维相位分布（５１２ｐｉｘｅｌ×

５１２ｐｉｘｅｌ），并且让其中的第１００行到第２００行、第

３２０列到第３８０列的区域等于零，形成一个空洞，直

接用基于离散Ｐｏｓｓｉｏｎ方程的最小二乘法解包裹，

得到的结果如图１所示。

图１ 模拟计算结果

Ｆｉｇ．１ Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓ

　　图１（ａ）是设定的原始相位（没有加空洞）取余

弦函数后的分布，图１（ｂ）是原始相位（加空洞）取余

弦函数后的分布，而图１（ｃ）是包裹相位图，图１（ｄ）

是恢复回来的相位取余弦函数后的分布。比较图１

（ａ）和图１（ｄ），容易看到用单次基于离散Ｐｏｓｓｉｏｎ方

程的最小二乘法解包裹得到的结果中，由于噪声的

传播，右侧出现较大的整体偏差，峰削尖、谷填底和

陡坡变缓也比较明显。

最小二乘相位解包裹算法对空洞是有填充作用

的 空洞中填充了向原始相位靠近的数值，这其

实是最小二乘法“平滑作用”导致的一个效果。于是

考虑能否用多次迭代来加强这种填充效果，但同时

要保证其它地方不因多次迭代使误差放大，从而实

现有大量不可靠数据点存的包裹相位的更好解包

裹，这就是我们提出使用掩膜，并将最小二乘相位解

包裹算法多次迭代，实现有大量不可靠数据点存在

的包裹相位更好解包裹的出发点。

３　基于掩膜和最小二乘算法迭代的相

位解包裹方法的步骤及其模拟计算

针对最小二乘法能够提供平滑解，但无法限制

相位噪声的传播，有研究者提出了加权的最小二乘

解包裹算法，而针对最小二乘法有平滑作用，导致峰

削尖、谷填底和陡坡变缓，还有研究者对加权进行了

改进，提出了依据相位条纹的二阶差分的加权［１１］，

都在一定程度上取得了改进效果。

通过多次迭代来加强对空洞的填充效果，同时

又要保证其它地方不因多次迭代使误差放大，解决

思路类似于加权 提出引入一个二值化掩膜（只

有“０”和“１”两个值）的迭代方法：掩膜中取“１”的部

分，对应干涉条纹好（数据点可靠）的部分，取“０”的

部分，对应空洞等不可靠数据点部分。先用该掩膜

１４４
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去乘包裹相位，然后直接用最小二乘法解包裹，得到

的相位用于下一次最小二乘法再解包裹，即进行迭

代。迭代时，掩膜中取“０”的部分用上一次最小二乘

计算的结果替代，以保留和加强填充效果，而掩膜中

取“１”的部分仍取原始包裹相位值，以限制误差

放大。

为了检验提出的使用模板和最小二乘算法多次

迭代算法的效果，作模拟计算。计算还是以前面描

述最小二乘算法平滑、填充特点时用作模拟的有空

洞相位分布为例，结果如图２所示。

图２ 含有空洞的包裹相位经取掩膜和多次迭代解包裹算法模拟计算得到的结果

Ｆｉｇ．２ Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｗｉｔｈａｈｏｌｅｂｙｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｏｆｕｓｉｎｇｍａｓｋａｎｄ

ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｉｔｅｒａｔｉｏｎ

　　其中图２（ａ）是经１０次迭代后恢复回来的相位

的三维图，图２（ｂ）是该恢复回来的相位取余弦函数

后的分布，图２（ｃ）是１至１０次迭代的结果与原始

相位间误差的变化曲线（从“ｄａｔａ１”到“ｄａｔａ１０”，取

第１５０行的值），而图２（ｄ）是误差曲线的细部放大

图［从第３００列到第４０５列的值，对应图２（ｃ）中虚

线框部分］。可以看到，迭代确实可以填充空洞，并

且迭代次数增加后，在空洞之外，误差趋于一个常数

（约１．４３ｒａｄ，与实际解包裹的问题有关），而空洞

内，误差也逐渐减小。比较图２（ｂ）和图１（ａ）、

图１（ｄ），１０次迭代的结果已经非常接近原始相位，

比单次使用最小二乘解包裹得到的结果好很多，即

使空洞内的结果有较大误差，但空洞外的结果依然

很好，说明用掩膜和迭代的方法解决有空洞包裹相

位的解包裹问题是可行的。至于解包裹得到的相位

与原始相位相差一个常数，原因是用离散余弦变换

（ｄｃｔ）求解离散 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程有两次积分（ｄｃｔ和

ｉｄｃｔ），边界条件的选取不同就会导致积分常数不

同，但这对实际使用其实是没有影响的。事实上最

小二乘解在数学上等于求解具有Ｎｅｕｍａｎｎ边界条

件：狓０犿＝０，狓犖犿＝０，狔狀０＝０和狔狀犕＝０的离

散Ｐｏｉｓｓｏｎ方程，在给定的二维分布面上得到的相

位，其相位值的合趋于零，相当于在实际相位中减去

了相位的平均值。

４　处理实验数据的验证结果

为了进一步检验使用掩膜和多次迭代的效果，

用两组实验数据对该方法进行了检验。

第一个例子来自反射式数字全息实验：用ＹＡＧ

激光照射一个金属垫圈，物光反射光到ＣＭＯＳ上，与

参考光干涉形成并记录下第一幅全息图，保持其它条

件不变，仅将垫圈作微小转动，记录下第二幅全息图

（光路如图３所示）。两幅全息图分别经衍射计算得

到转动前、后的再现光场，将两个再现光场叠加可以

得到干涉条纹，通过计算出转动前、后光场相位的变

化，可以计算垫圈转过的角度。但由于再现光场中叠

加有大量散斑，并且有一个较大的杂散光斑，导致干

涉条纹中断，相位的计算（解包裹）并不轻松。用取掩

２４４
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膜和多次迭代的方法求解相位，得到了很好的结果

（与不使用掩膜和迭代得到的结果相比较）。结果如

图４所示（图像大小均为７００ｐｉｘｅｌ×６００ｐｉｘｅｌ）。

图３ 例１的光路设置示意图

Ｆｉｇ．３ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ１

图４（ａ）是直接用两再现光场叠加得到的干涉

条纹，图４（ｂ）是对应的包裹相位分布，可以看到有

大量的散斑和干涉条纹中断。图４（ｃ）是对再现光

场经５×５中值滤波得到的包裹相位分布，图４（ｄ）是

用滤波后包裹相位取余弦得到的干涉条纹分布，尽

管滤波收到了不错的效果，但依然有散斑以及干涉

条纹中断存在。图４（ｅ）是用图４（ｃ）的包裹相位经

１次最小二乘解包裹求得的相位，再取余弦后得到

的干涉条纹分布，与图４（ｄ）比较可以发现，解包裹

的效果并不理想。图４（ｆ）是选用的二值化掩膜，

图４（ｇ）是该掩膜乘以中值滤波得到的包裹相位后

的待解相位分布，图４（ｈ）到图４（ｊ）是用该待解相位

分布，分别经１次、４次和８次最小二乘解包裹迭代

获得的相位，再取余弦后得到的干涉条纹分布，可以

看到掩膜和迭代对解包裹效果的影响。图４（ｋ）和

图４（ｌ）分别是实验和迭代后恢复回来的相位取余弦

后的干涉条纹（已乘掩膜），而图４（ｍ）和图４（ｎ）分

别是迭代后恢复回来的相位的三维图，其中图４（ｍ）

没有乘掩膜，图４（ｎ）乘了掩膜。比较图４（ｋ）和

图４（ｌ）可以看到，取掩膜并经多次迭代后得到的相

位已经很接近实验值。

图４ 用掩膜和迭代法解包裹得到的实验结果（实例１）

Ｆｉｇ．４ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｏｆｕｓｉｎｇｍａｓｋａｎｄｉｔｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ１

　　另一个例子来自应力检测实验：在透明有机玻

璃上打一个小孔，用 ＨｅＮｅ激光照射该有机玻璃，

透射物光到达ＣＭＯＳ上，与参考光干涉形成并记录

下第一幅全息图，然后对有机玻璃沿平行表面方向

施以压力，保持其它条件不变，再拍摄第二张数字全

息图（光路如图５所示）。用两张数字全息图分别计

算激光通过有机玻璃后的再现光场，并将它们叠加

后得到的干涉场。

与前面的实验一样，希望能准确计算出加力前、

后再现光场相位的变化，从而观察有机玻璃上的应

图５ 例２的光路设置示意图

Ｆｉｇ．５ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ２
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力分布。但由于再现光场中叠加有大量散斑，特别

是有机玻璃上的小孔导致干涉条纹中断，使相位解

包裹也很困难。用迭代算法求解相位，并与不迭代

得到的结果进行了比较。结果如图６所示（图像大

小均为２５０ｐｉｘｅｌ×３００ｐｉｘｅｌ）。

图６ 用掩膜和迭代法解包裹得到的实验结果（实例２）

Ｆｉｇ．６ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｏｆｕｓｉｎｇｍａｓｋａｎｄｉｔｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ２

　　图６（ａ）是直接用两再现光场叠加得到的干涉

条纹，图６（ｂ）是对应的包裹相位分布，显然也有干

涉条纹中断和大量的散斑，图６（ｃ）是对再现光场经

５×５中值滤波得到的包裹相位分布，图６（ｄ）是用

图６（ｃ）的包裹相位经１次最小二乘解包裹求得的

相位，再取余弦后得到的干涉条纹分布，图６（ｅ）是

选用的二值化掩膜，图６（ｆ）是该掩膜乘以中值滤波

得到的包裹相位后的待解相位分布，图６（ｇ）是用滤

波后包裹相位取余弦得到的干涉条纹分布，图６（ｈ）

是经６次最小二乘解包裹迭代获得的相位，再取余

弦后得到的干涉条纹分布。比较图６（ｇ）、图６（ｄ）和

图６（ｈ）可以看到，取掩膜并迭代后得到的相位很接

近实验值，比不使用掩膜和迭代的最小二乘解包裹

结果好得多。

从图４和图６注意到，经过多次迭代，原来掩膜

中取“０”部分（对应空洞等不可靠数据点），相位都有

了填充值，但总体上只是数学解上的合理值，并不一

定是真实的实验值。因为图４（ｊ）、（ｍ）中垫圈之外

其实只应有散斑场，而图６（ｈ）中有机玻璃板上预先

打下的小孔中也不应有应力分布。但无可否认，“填

充”和迭代使得原来掩膜中取“１”部分，相位有了更

好的解包裹结果，效果好于使用加权的最小二乘法

［图４（ｈ）］，并且误差也没有因迭代而被放大。

５　结　　论

引入一个二值化掩膜，并将最小二乘相位解包

裹算法多次迭代的解相方法，以求加强最小二乘法

对空洞的填充作用，同时又保证其它地方不因多次

迭代使误差放大，从而获得更好的解包裹结果。

参 考 文 献
１Ｋ．Ｉｔｏｈ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．犃狆狆犾．
犗狆狋．，１９８２，２１（１４）：２４７０
２Ａ．Ｂａｌｄｉ．Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈａｓｅ ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ ｂｙ ｑｕａｄｔｒｅｅ

ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ［Ｊ］．犃狆狆犾．犗狆狋．，２００１，４０（８）：１１７８～１１９４
３Ｊ．Ｍ．Ｈｕｎｔｌｅｙ．Ｎｏｉｓｅｉｍｍｕｎｅｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．
犃狆狆犾．犗狆狋．，１９８９，２８（１６）：３２６８～３２７０
４Ｂ．Ｇｕｔｍａｎｎ，Ｈ．Ｗｅｂｅｒ．Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｗｉｔｈｔｈｅｂｒａｎｃｈｃｕｔ
ｍｅｔｈｏｄ：ｒｏｌｅｏｆｐｈａｓｅｆｉｅｌｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ［Ｊ］．犃狆狆犾．犗狆狋．，２０００，

３９（２６）：４８０２～４８１６
５Ｍ．Ｄ．Ｐｒｉｔｔ，Ｊ．Ｓ．Ｓｈｉｐｍａｎ．Ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｕｓｉｎｇＦＦＴ′ｓ ［Ｊ］．犐犈犈犈 犜狉犪狀狊，狅狀犌犚犛，

１９９４，３２（３）：７０６～７０８
６Ｊ．Ｍｅｎｅｓｅｓ，Ｔ．Ｇｈａｒｂｉ，Ｐ．Ｈｕｍｂｅｒｔｐｈａｓｅｕｎｗａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｆｏｒｉｍａｇｅｓｗｉｔｈｈｉｇｈｎｏｉｓｅｃｏｎｔｅｎｔｂａｓｅｄｏｎａｌｏｃａｌｈｉｓｔｏｇｒａｍ［Ｊ］．
犃狆狆犾．犗狆狋．，２００５，４４（７）：１２０７～１２１５
７Ｈｕｉ Ｍｅｉ， Ｗａｎｇ Ｄｏｎｇｓｈｅｎｇ， Ｌｉ Ｑｉｎｇｘｉａｎ犲狋 犪犾．．Ｐｈａｓｅ

ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｄｉｓｃｒｅｔｅｐｏｉｓｓｏｎ

ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．犃犮狋犪犗狆狋犻犮犪犛犻狀犻犮犪，２００３，２３（１０）：１２４５～１２４９

　 惠　梅，王东生，李庆祥 等．基于离散泊松方程解的相位展开方
法［Ｊ］．光学学报，２００３，２３（１０）：１２４５～１２４９

８Ｍ．Ｃｏｓｔａｎｔｉｎｉ．Ａｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｎｅｔｗｏｒｋ

ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ［Ｊ］．犐犈犈犈犜狉犪狀狊．犌犲狅狊犮犻．犚犲犿狅狋犲犛犲狀狊犻狀犵，１９９８，

３６（３）：８１３～８２１
９Ｄ．Ｃ． Ｇｈｉｇｌｉａ， Ｌ． Ａ． Ｒｏｍｅｒｏ． Ｒｏｂｕｓｔ ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｗｅｉｇｈｔｅｄ ａｎｄ ｕｎｗｅｉｇｈｔｅｄ ｐｈａｓｅ ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ ｔｈａｔ ｕｓｅｓｆａｓｔ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓａｎｄｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］．犑．犗狆狋．犛狅犮．犃犿．犃，

１９９４，１１（１）：１０７～１１７
１０Ｑｉａｎ Ｋｅｍａｏ， Ｗｕ Ｘｉａｏｐｉｎｇ． Ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｗｅｉｇｈｔｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ［Ｊ］．犃犮狋犪
犘犺狅狋狅狀犻犮犪犛犻狀犻犮犪，２００１，３０（５）：５８５～５８８

　 钱克矛，伍小平．基于调制度分析的加权最小二乘相位展开方法
［Ｊ］．光子学报，２００１，３０（５）：５８５～５８８

１１ＭｕＤｏｎｇ，ＺｈｕＺｈａｏｄａ，Ｚｈａｎｇ Ｈｕａｎｃｈｕｎ．Ｉｍｐｒｏｖｉｎｇｏｆｔｈｅ
ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｆｏｒｉｎＳＡｒ［Ｊ］．
犕狅犱犲狉狀犚犪犱犪狉，２００１，２３（２）：２３～２６

　 穆　冬，朱兆达，张焕春．干涉ＳＡＲ最小二乘二维相位展开法
的改进［Ｊ］．现代雷达，２００１，２３（２）：２３～２６

４４４


