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摘要　在具有旋转不变性图像矩的传统算法中，必须将图像的坐标从直角坐标系转换到极坐标系，这种转换不仅

会极大地增大计算量，并且会产生明显的舍入误差，从而导致以图像矩为特征的图像识别误差率上升，利用图像矩

重建的图像质量下降。为了消除在像素坐标的转换过程中带来的不利影响，以圆谐傅里叶矩的计算为例，介绍了

一种直接在直角坐标系下计算图像矩的方法。实验证明，这种方法不仅彻底消除了像素的坐标转换带来的误差，

而且大幅降低了计算量。
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１　引　　言

模式识别领域的一个重要问题就在于对物体的

特征的识别要和对象的位置、大小以及方向无关。

在这方面有大量关于畸变不变模式识别的文

献［１～３］，Ｍ．Ｋ．Ｈｕ
［４］于１９６２年提出了基于几何矩的

图像不变矩，Ｍ．Ｒ．Ｔｅａｇｕｒｅ
［５］首先用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩来

描述图像，Ｙ．Ｌ．Ｓｈｅｎｇ等
［６］在１９９４年提出正交

ＦｏｕｒｉｅｒＭｅｌｌｉｎ矩，Ｚ．Ｌ．Ｐｉｎｇ等
［７］提出了切比雪夫

傅里叶矩、圆谐傅里叶矩［８］和雅可比傅里叶矩［９］等

正交图像矩。除了 Ｍ．Ｋ．Ｈｕ提出的几何矩外，这

些矩都具有旋转不变性，并且都是正交矩，都可以用

来重建图像。但由于关于原点旋转的表示不变量的

多项式都应当符合［１０］，因此有旋转不变性的矩都是

在极坐标系下定义的，而在计算机上的图像大都是

以直角坐标系作为参照来进行显示存储的，就给计

算具有旋转不变性的图像矩带来了麻烦，当在求图

像矩时，常常不得不先把图像中的每一个像素的坐

标转换到极坐标系下，然后再求图像的矩。在转换
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的过程中，不仅会使算法变得复杂，极大地增加计算

量，而且当像素的坐标从直角坐标系向极坐标系进

行转换时需要量化，会导致舍入误差，从而使得到的

图像矩不准确，在利用求得的图像矩进行图像识别

时就会导致错误率大幅上升，而在利用图像矩重建

图像时也会导致重建图像的质量下降。

针对这个问题，以圆谐傅里叶矩的计算为例，给

出了一种直接在直角坐标系下计算具有旋转不变性

图像矩的方法，不仅能够使计算量大幅下降，而且使

计算的结果也更加准确。

２　圆谐傅里叶矩的定义
［８］

Φ犿狀 ＝∫
２π

０
∫
１

０

犳（狉，θ）犜狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）狉ｄ狉ｄθ．（１）

式中

犜狀（狉）＝

１

槡狉
， 狀＝０

２

槡狉ｓｉｎ （狀＋１）π［ ］狉 ，狀ｉｓｏｄｄｎｕｍｂｅｒｓ

２

槡狉ｃｏｓ（狀π狉）， 狀

烅

烄

烆
ｉｓｅｖｅｎｎｕｍｂｅｒｓ

（２）

极坐标系中图像函数犳（狉，θ）可以分解为

犳（狉，θ）＝∑
∞

狀＝０
∑
＋∞

犿＝－∞

Φ狀犿犜狀（狉）ｅｘｐ（ｊ犿θ）． （３）

３　在极坐标系下图像的圆谐傅里叶矩

的计算

Ｂｈａｔｉａ和 Ｗｏｌｆ证明关于原点旋转的不变量多

项式都应当符合如下的形式［１０］：

犞（狉ｃｏｓθ，狉ｓｉｎθ）＝犚狀（狉）ｅｘｐ（ｊ犿θ）， （４）

因此所有具有旋转不变性的矩都是在极坐标系下定

义的，而在计算机上的图像却是在直角坐标系下进

行显示存储的，所以在计算具有旋转不变性的图像

矩时要首先将图像转换到离散的极坐标系下。图像

矩的计算过程如下：

首先将（１）式离散化得到

犿狀 ＝∑
犓

犽＝０
∑
犔

犾＝０

犳犽Δ狉，犾Δ（ ）θ犜狀 犽Δ（ ）狉 ×

ｅｘｐ －ｊ犿犾Δ（ ）θ·犽Δ狉·Δ狉·Δθ， （５）

式中犽，犾分别为极径、极角的离散坐标，Δ狉，Δθ分别

为极径、极角的抽样间隔，犿狀 为极坐标系下离散化

后的圆谐傅里叶矩。

由（５）式可知，对图片进行求和时要将图片像素

的坐标转化成按大小顺序进行排列的形式，会希望

在极坐标系下像素的位置坐标也是离散的整数值，

并且希望能够按照极径、极角由小到大的顺序对像

素进行处理。但是，简单地按照

狉＝ 狓２＋狔槡
２， （６）

θ＝ａｒｃｔａｎ（狔／狓） （７）

进行转换后像素的极坐标不是整数，而且像素的极

坐标也不是按照从小到大或从大到小的顺序排列

的，这就给以后在极坐标系下进行图像处理带来了

困难。

因此要找到一种转换方法，使得转换后图像像

素的位置坐标在极坐标系下依然是离散的整数值

（犻，犼），并且是按照由小到大的顺序进行排列的。过

程如下：

首先，将直角坐标系的原点移到图像的中心，以

图像的中心为原点建立极坐标系，然后将图像归一

化到单位圆中，由于希望转换后的极坐标系下图像

的坐标值同样也是离散的整数，所以必须先对极坐

标系下的极径和极角进行离散化，如图１所示。

图１ 像素在两种坐标间的转换

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｏｆｐｉｘｅｌｓｂｅｔｗｅｅｎｂｏｔｈ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

其次将单位圆的半径平均分成犕 份，即

Δ犚＝
１

犕
， （８）

再利用（６）式求出像素到原点的距离，然后对狉离散

化，即

犻＝
狉

Δ犚
． （９）

　　再按照四舍五入的方法对犻进行取整，就得到

了像素的径向坐标犻，犻为离散的整数值。当然这样

就引入了离散误差，如果要减少误差，必须将极径上

点的间距缩小，即增大犕 的值，但会使计算量增加。

对于极角坐标，先把极角从０～２π平均分成犖

５９３
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份，每一份为Δθ，即

Δθ＝
２π
犖
， （１０）

然后求出每一个像素的极角

θ＝ａｒｃｔａｎ
狔（ ）狓 ＋犽π， （１１）

式中θ的取值范围是［０，２π），当θ分别在Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，

Ⅳ象限时，犽分别取０，１，１，２。求出像素在极坐标系

下的极角后，利用

犽＝
θ
Δθ

（１２）

对像素的极角坐标进行离散化，并对犽按照四舍五

入取整数值，即可得到像素（狓，狔）在极坐标系下极

角的离散化值的坐标犼。

经过上面的步骤已经得到了像素在极坐标系下

的离散坐标值（犻，犼），（犻，犼）是离该像素最近的离散

极坐标点的坐标值，如图１所示。但仔细观察图１

就会发现还有以下问题需要注意：

首先，从图１中可以看到在离坐标原点比较近

的区域，极坐标系下的离散坐标点要比直角坐标系

下的像素点密集，导致了转换后的极坐标系下的图

像在靠近原点的地方有许多离散点没有像素与之对

应，是“空点”。

其次，在离坐标原点比较远的区域，情况与原点

附近的区域相反，直角坐标系下像素的点要比极坐

标系下的离散点密集，出现有几个像素点对应一个

离散极坐标点的情况，在转换时就有许多的像素没

有转换到极坐标系下，造成了像素的丢失。

因此在进行转换的过程中，为了避免在转换后

极坐标“图像”在原点附近出现“空点”而影响图像的

质量，可以在进行转换前将极坐标下所有的离散点

都赋上一个特殊的值，这个值应该是以不影响对图

像的后续处理为原则，例如，正常像素点的灰度值不

可能为负值，可以把这个特殊值设定为－１，然后再

进行转换。这样在转换后没有像素对应的空点就成

了像素灰度值为特殊值的点，以后对图像的处理时

就可以根据像素的灰度值是否小于零这一条件来判

断将要处理的像素是否为特殊点，从而可以将这些

点挑出来进行特别的处理。

为了避免在图像的边缘由于多个像素对应一个离

散极坐标点从而导致像素点丢失的现象，Δθ的值必须

足够小，使得距离坐标原点最远的区域中的像素有足

够多的离散极坐标点与之对应，这就要求Δθ的值至少

小于图像边缘附近的任意两个相邻的像素相对于原点

所张开的角度，即要求犖的值要足够大。

经过上述的转换后，得到了极坐标下的图像，然

后才可以利用公式求图像的圆谐傅里叶矩。不难看

出，由于需要上述的转换过程，整个算法变得非常复

杂，由于像素的坐标在转换过程中会存在误差，最后

求出的圆谐傅里叶矩也会引入舍入误差，使得在利

用圆谐傅里叶矩进行图像识别时导致误差率上升，

而在进行图像的重建时也会导致重建图像的质量下

降。不仅是在计算圆谐傅里叶矩时存在这个问题，

在所有具有旋转不变性的图像矩（如正交Ｆｏｕｒｉｅｒ

Ｍｅｌｉｎ矩
［６］、切比雪夫 傅里叶矩［７］、圆谐傅里叶

矩［８］和雅可比 傅里叶矩［９］等）的计算中，都存在这

个问题，都需要将图像从直角坐标系向极坐标系进

行转换。

４　直角坐标系下图像的圆谐傅里叶矩

的计算

根据极坐标系下圆谐傅里叶矩的定义，对图像

求圆谐傅里叶矩时应先将图像归一化到单位圆中，

（１）式的积分区域如图２所示。

图２ 圆谐傅里叶矩的积分区域

Ｆｉｇ．２ ＩｎｔｅｇｒａｌｒｅｇｉｏｎｏｆｒａｄｉｃａｌｈａｒｍｏｎｉｃＦｏｕｒｉｅｒ

ｍｏｍｅｎｔｓ

其中单位圆狊１ 是（１）式中的积分区域，矩形狊２

区域是归一化后的图像。则由（１）式可得

Φ犿狀 ＝∫
２π

０
∫
１

０

犳（狉，θ）犜狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）狉ｄ狉ｄθ＝

∫
狊
２

∫犳（狉，θ）犜狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）ｄ狊＋


狊
１－狊２

犳（狉，θ）犜狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）ｄ狊． （１３）

　　由图２可知，狊１－狊２ 的区域不是图像所在的区

域，其中没有图像的像素值，这一部分区域对矩的贡

献为零，则图像的圆谐傅里叶矩可写为
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Φ犿狀 ＝∫
狊
２

∫犳（狉，θ）犜狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）ｄ狊． （１４）

　　将（１４）式改写为

Φ犿狀 ＝∫
狊
２

∫犳（狓，狔）犜狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）ｄ狓ｄ狔．（１５）

　　（１５）式即为在直角坐标系下图像的圆谐傅里叶

矩的计算公式。

在计算图像的圆谐傅里叶矩时，利用（１５）式，就

不必再将图像每个像素的坐标从直角坐标系下转换

到极坐标系下，这不仅降低了计算量，简化了算法，

而且避免了对像素坐标的四舍五入的近似计算，从

而彻底避免了转换坐标时带来的误差。

这个结论可以推广到所有其他的具有旋转不变

性的正交图像矩（如正交ＦｏｕｒｉｅｒＭｅｌｉｎ矩
［６］、切比

雪夫 傅里叶矩［７］、圆谐傅里叶矩［８］和雅可比 傅里

叶矩［９］等）中，这是因为具有旋转不变性的正交图像

矩的公式都具有如下的形式

φ狀犿 ＝∫
２π

０
∫
１

０

犳（狉，θ）犑狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）狉ｄ狉ｄθ，（１６）

式中犑狀（狉）为径向函数，犳（狉，θ）为图像函数。比较

（１６）式与（１）式，可以很容易得到具有旋转不变性正

交图像矩在直角坐标系下的计算公式：

φ犿狀 ＝∫
狊
∫犳（狓，狔）犑狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犿θ）ｄ狓ｄ狔，（１７）

式中狊为图像所在的区域。

５　在直角坐标系下利用圆谐傅里叶矩

重建图像

极坐标系下图像的重建公式为［８］

珚犳（狉，θ）≈∑
犔

狀＝０
∑
犓

犿＝－犓

Φ犿狀犜狀（狉）ｅｘｐ（ｊ犿θ）， （１８）

式中珚犳（狓，狔）为在直角坐标系下重建的图像，在极

坐标系下重建的图像还必须转换到直角坐标系下，

这同样会增大计算量和误差。实际上，根据（１８）式

可以直接得到直角坐标系下图像的重建公式：

珚犳（狓，狔）≈∑
犔

狀＝０
∑
犓

犿＝－犓

Φ犿狀犜狀（狉）ｅｘｐ（ｊ犿θ）．（１９）

　　这个方法同样可以推广到所有具有旋转不变性

的正交图像矩

珚犳（狓，狔）≈∑
犔

狀＝０
∑
犓

犿＝－犓
φ犿狀犑狀（狉）ｅｘｐ（ｊ犿θ）． （２０）

６　实　　验

为了对比在两种坐标系下图像矩的计算结果，

实验首先利用本文第３部分介绍的方法在极坐标系

下计算图像的圆谐傅里叶矩，然后利用本文第４部

分介绍的方法在直角坐标系下重新计算该图像的圆

谐傅里叶矩，并分别利用得到的圆谐傅里叶矩在直

角坐标系下重建图像，最后计算重建图像的归一化

图像重建误差（ＮＩＲＥ）。ＮＩＲＥ的定义如下：

ε
２
＝
∫∫

＋∞

－∞

犳（狓，狔）－珚犳（狓，狔［ ］）２ｄ狓ｄ狔

∫∫
＋∞

－∞

犳
２（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

． （２１）

　　在实验中采用了一个像素为６４ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ

的灰阶Ｅ字图片作为实验对象，利用 Ｍａｔｌａｂ７．０作为

软件平台，计算机为宏基公司生产的５０５２型笔记本

电脑，ＣＰＵ为ＡＭＤ公司的炫龙ＴＬ５０，１Ｇ内存。

图３最上面的Ｅ字为６４ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ的原

始灰阶图片，第二行和第三行为利用圆谐傅里叶矩

重建的图像，所用的圆谐傅里叶矩分别是在极坐标

和直角坐标系下计算得到的。其中第一列至第七列

图像中的犓，犔分别为犓＝犔＝５，７，１０，１２，１５，１７，

２０。在极坐标系下计算矩时，（８），（１０）式中的犕＝

犖＝１０２４。

图３ 原始图片及重建的图片

Ｆｉｇ．３ Ｏｒｉｇｉｎａｌａｎｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｓ

通过图３中重建的图片与原图片的比较可以看

出，在使用相同数量的圆谐傅里叶矩的情况下，第三

行的重建图片效果更好，而第二行的图片与原图片相

比显得比较昏暗，表明第二行重建的图片与原图片相

比相差比较大，这说明在极坐标系下计算得到的图像

的圆谐傅里叶矩不准确，重建的图像误差比较大。

图４中纵坐标是图像的 ＮＩＲＥ，横坐标是重建

图像时所用圆谐傅里叶矩（ＲＨＦＭ）的最高阶数。

曲线１为用直角坐标系下得到的圆谐傅里叶矩重建

图像时产生的 ＮＩＲＥ，曲线２则是用极坐标系下得

到的圆谐傅里叶矩重建图像时产生的ＮＩＲＥ。在极

坐标系下计算矩时，（８），（１０）式中的犕＝犖＝１０２４。

图４表明，用在直角坐标系下得到的矩重建的图

片的归一化图像重建误差比用在极坐标系下得到的

矩重建的图片的归一化重建误差要小得多。在极坐

７９３
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图４ 归一化图像重建误差

Ｆｉｇ．４ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｉｍａｇｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

标系下，如果希望得到更为精确的圆谐傅里叶矩的

值，则需要将单位圆的极径和极角离散化成更小的

值，即增大（８），（１０）式中犕，犖的值，但会导致计算量

大幅上升。图５是在实验中，用两种方法计算并重建

图像时所耗费的时间曲线图，显示在直角坐标系下运

算所花费的时间远小于在极坐标系下所需的时间，说

明新的计算方法的计算量远小于在极坐标系下的运

算量。

图５ 计算图像矩及重建图像所耗费时间

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｎｓｕｍｅｄｔｉｍｅｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｒａｄｉｃａｌｈａｒｍｏｎｉｃ

Ｆｏｕｒｉｅｒｍｏｍｅｎｔｓａｎｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｔｈｅｉｍａｇｅ

图５的横坐标是重建图像时所用的矩的最高阶

数，纵坐标是计算圆谐傅里叶矩及重建图像所耗费的

时间。ｌｉｎｅ１是在直角坐标系下运算时所耗费的时间，

ｌｉｎｅ２是在极坐标系下运算时所耗费的时间。在极坐标

系下计算矩时，（８），（１０）式中的犕＝犖＝１０２４。

实验结果表明，在直角坐标系下计算具有旋转不

变性的图像矩时由于不需要将图像在两种坐标系之间

进行转换，不仅大幅降低了运算量，同时彻底避免了由

于坐标转换所带来的舍入误差，提高了计算精度。

７　结　　论

介绍了一种新的具有旋转不变性图像矩的快速

算法，这种方法可以在直角坐标系下直接计算图像

的矩，不需要将图像转换到极坐标系下，并可利用得

到的图像矩直接在直角坐标系下重建图像，因此它

不仅可以大幅降低计算量，简化算法，而且彻底避免

了由于像素坐标转换带来的舍入误差。实验结果表

明，利用这种方法得到的图像矩更为精确，耗时也更

少。由于更为精确的图像矩对于提高图像识别的准

确率非常重要，因此利用这种方法求图像矩对于图

像识别具有重要的意义。
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