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基于非局部扩散的图像去噪
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摘要　利用空间非局部梯度构造了图像的非局部结构张量，通过对非局部结构张量的特征分解得到图像的一个特

征空间，依据特征空间的特性设计了非局部扩散张量，建立了基于非局部扩散张量的各向异性扩散模型。该模型

和局部各向异性扩散模型的本质不同在于，在扩散的过程中充分利用了图像的全局信息。优点是在去除噪声的同

时，能更好地保护图像的边缘，尤其是纹理等图像的重要细节特征。
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１　引　　言

图像是人们获取信息的重要来源，但是图像在

采集、传输和存储过程中往往会受到噪声的干扰，因

此去噪便成了图像处理中一个典型的问题。近年

来，偏微分方程和变分方法被广泛应用于图像去

噪［１～３，７～９］，其发展经历了由各向同性扩散到各向异

性扩散［３～８］、分数阶扩散［９］、线性扩散到非线性扩

散［１０］、局部到非局部［１１～１６］等阶段。１９９６ 年，Ｊ．

Ｗｅｉｃｋｅｒｔ
［７］根据图像的梯度定义了扩散张量，建立

了一个各向异性张量扩散模型。具体来讲，该模型

根据图像梯度的幅度判断某一点属于光滑区域还是

边缘，对边缘点（对应点的梯度非零），进一步根据梯

度的方向确定边缘点的法向和切向，然后依据这些

判断来确定各点的扩散速率。将该模型应用于非纹

理图像，可以很好地去除光滑区域的噪声，同时较好

地保留边缘。但将该模型应用于含有较多纹理的图

像时，不能很好的保护图像的纹理。原因在于，

Ｗｅｉｃｋｅｒｔ的张量扩散模型中的各种导数算子都是

局部算子，因此每一点的扩散仅考虑了该点周围的

局部信息，未考虑图像的全局信息。而事实上，纹理

是图像像素值在空间上的某种变化模式［１７，１８］，而且

这种变化模式在空间上具有一定的周期性，也就是

说，纹理区域具有较强的全局相似性，应当采用非局

部运算进行处理。
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利用Ｇｉｌｂｏａ定义的非局部梯度算子来构造非

局部的结构张量［１１］，并通过对非局部结构张量进行

特征分解来选择全局最优的扩散方向，在此基础上

设计非局部的扩散张量，建立一个非局部张量扩散

模型，用数值实验来说明本文模型在去噪的同时，具

有非常好的保护边缘和纹理的性能。

２　非局部张量扩散模型

设图像函数狌（犡）∈犔
２（Ω），图像定义域Ω犚

２

是一个有界开区域。函数狌（犡）在犡＝（狓１，狓２）∈Ω点

相对于点犢＝ （狔１，狔２）∈Ω的方向导数
［１１］为

狔狌（犡）＝ 狌（犢）－狌（犡［ ］） ω（犡，犢槡 ）， （１）

式中ω（犡，犢）是权重，且满足对称性：ω（犡，犢）＝

ω（犢，犡）。

狌（犡）在犡＝（狓１，狓２）点的非局部梯度ω狌（犡）

为狌（犡）在犡＝（狓１，狓２）点相对于所有点犢∈Ω的方

向导数构成的向量［１１］

ω狌（犡）＝

狌（犢）－狌（犡［ ］） ω（犡，犢槡 ），　犢 ∈Ω ． （２）

　　对于矢量狏＝狏（犡，犢），（犡，犢）∈Ω，定义非局部

散度ｄｉｖω狏（犡）为
［１１］

ｄｉｖω狏（犡）＝

∫
Ω

狏（犡，犢）－狏（犢，犡［ ］） ω（犡，犢槡 ）ｄ犢． （３）

　　基于前节的分析以及以上非局部算子的定义，

给出如下非局部各向异性扩散方程

狋狌（犡，狋）＝ｄｉｖω 犇ω（ ）狌 ， 犡∈Ω，狋＞０

狌（犡，０）＝犳（犡）， 犡∈
｛

Ω

（４）

式中 ω 为非局部梯度算子，ｄｉｖω 为非局部散度算

子，犇为对称正定的非局部扩散张量。希望通过扩散

方程（４）由初始图像犳（犡）演化得到一族噪声逐渐

消除的图像［狌（犡，狋）］狋＞０，并且尽可能保留原始图

像的边缘和纹理等细节。

为此，先讨论权重ω（犡，犢）的计算，然后设计

模型中的非局部扩散张量，这是（４）式的两个关键。

２．１　权的计算

权重ω（犡，犢）的计算分成两步。首先定义犡 与

犢两点之间的某种距离度量，然后根据距离度量定

义权重。在文献［１１］中定义的块距离

犱α（犡，犢）＝∫
Ω

犌α（犣）犳（犡＋犣）－犳（犢＋犣）
２ｄ犣，

（５）

基础上，给出如下距离度量

珚犱α（犡，犢）＝犱α（犡，犢）＋ 犡－犢 ， （６）

式中犌α（犣）是标准差为α的高斯函数， 犡－犢 是

犡与犢 两点之间的欧氏距离。

显然，（５）式中的块距离实际上度量了分别以犡

与犢两点为中心的圆形区域中像素块的灰度值之间

的相似性，只要灰度值相近，哪怕犡与犢的空间距离

很远，按块距离度量它们也是相近的。与此不同，通

常的图像局部处理仅考虑某个像素点周围按欧氏距

离相近的点的信息。这正是非局部处理和局部处理

区别的本质所在。但若按（５）式中的块距离寻找和

犡相近的点，则需要在整个图像域上计算这种块距

离度量，计算量非常大，因此给出距离度量（６）式，即

将两点的块距离度量（相似度）与欧氏距离结合起

来。按照距离度量（６）式，两点及其周围像素点的灰

度值相近并且两点的空间距离相近，这两点才是相

近的点。实际计算时，可以固定欧氏距离的范围，在

一定的范围内去寻找灰度值相近的点，这样可以减

少计算量。

另外，（５）式中的块距离还存在一个缺陷，块的

中心点的权比周围点的权大，自然降低了周围点对

相似性的贡献。例如，若中心点犡 是一个噪声点，

而其周围的点较为光滑，用（５）式来计算块距离会因

为噪声点犡 的权值过大，不利于噪声的去除。因

此，将上述犌α（犣）改写为

犌α，β（犣）＝
β， 犣＝ （０，０）

ｅｘｐ
－狘犣狘

２

α（ ）２
，

烅

烄

烆
ｏｔｈｅｒ

（７）

（７）式将高斯函数犌α（犣）中心点的函数值犌α（０）取

为β，且满足０≤β＜１，这样可以适当“削弱”中心点

的权值，在数值实验中取β＝０．５。

基于像素点之间的距离度量（６）式，来确定权

重ω（犡，犢）。对扩散模型（４）式，希望灰度值相近的

点在扩散过程中互相影响，因此灰度值相近的点权

应取得大一些，也就是说，权函数ω（犡，犢）应是犡与

犢之间的距离珚犱α（犡，犢）的减函数。为了计算简单，将

权函数ω（犡，犢）取为二值函数
［１１］，具体定义如下：

对于任一点犡，在犡 的一个较大邻域犛（犡）

Ω（相当于欧氏距离固定）内，寻找一个区域犃，使其

满足

犃（犡）＝

ａｒｇ ｍｉｎ
犃犛（犡）∫

犃

珚犱α（犡，犢）ｄ犢，犃 ＝γ 犛（犡［ ］） ，

（８）

４７３
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式中 犃 表示平面区域的面积，离散情况下，表示

区域犃中像素点的个数，γ是一个面积参数。（８）式

的意义是，在犡的一个较大的邻域犛（犡）内，寻找在

块距离意义下与犡 点最近，也就是灰度值最相似的

γ个点的集合，记作犃（犡）。任一点犢∈Ω与点犡 相

关联的权定义为

ω（犡，犢）＝
１， 犢 ∈犃（犡）ｏｒ犡∈犃（犢）

０，｛ ｏｔｈｅｒ
．

（９）

　　图１所示是在 “Ｂａｒｂａｒａ”图像中找到的相似

块。图中“Ｒ”标示了一个需要匹配的块，或称为参

考块，其它块是和参考块“Ｒ”相似的块。

图１ 在含噪图像中找到的几个相似块的示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｅｖｅｒａｌｓｉｍｉｌａｒｂｌｏｃｋｓｉｎａｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ

２．２　扩散张量犇的设计

讨论（４）式中扩散张量犇 的设计问题。为此，

将局部结构张量推广为非局部结构张量，然后在非

局部结构张量基础上定义非局部扩散张量。

设犡是图像中某一个固定点，犢犻是图像中任意

一点，不妨设其个数为犖，记犪犻＝犢犻狌（犡），即图像狌

在犡点相对于犢犻的方向导数，狌在犡 点的非局部梯

度ω狌（犡）＝［犪１，犪２，…，犪犖］
Ｔ是一个犖维向量。类

似于局部结构张量［５］，定义图像中任一点的非局部

结构张量为

犑ρ（ω狌σ）＝犌ρ（ω狌σω狌
Ｔ
σ）， （１０）

式中犌ρ（犣）＝
１

４πρ
ｅｘｐ －

犣 ２

４（ ）ρ
是Ｇａｕｓｓｉａｎ函数，ρ

为滤波尺度，狌σ＝犌σ狌，表示狌σ是由狌与标准差为

σ的Ｇａｕｓｓｉａｎ函数卷积得到。

容易证明犑ρ 是犖×犖 阶对称正半定矩阵，因

而可以将犑ρ进行特征分解：

犑ρ＝犘

μ１， ０， ０…０

０， μ２， ０…０

  

０， ０， ０…μ

熿

燀

燄

燅狀

犘Ｔ， （１１）

式中μ犻（犻＝１，…，狀）是犑ρ的犖 个特征值，犘是正交

矩阵，它的第犻列对应μ犻的特征向量。此外，由于犑ρ
的秩为１，又设犑ρ的最大特征值μｍａｘ＝μ１≥０，那么

有μ２ ＝ … ＝μ狀 ＝０。

为了能够更好地说明扩散张量的构造过程，把

由上述犖个特征向量生成的空间称为点犡的一个特

征空间，用符号犕狓表示。μｍａｘ所对应的特征向量犘１就

是特征空间中变化最快的方向，而其他特征值所对应

的特征方向是特征变化较慢的方向，我们希望沿着这

些特征变化较慢的方向扩散较快，而沿主特征方向扩

散较小。因此扩散张量犇应当与结构张量犑ρ有相同的

特征向量，而其对应的特征值则表示在不同的特征

方向上扩散程度的大小，其选择方法如下：

λｍａｘ＝

１， μｍａｘ＝０

１－ｅｘｐ
－犆犿

μ
犿（ ）
ｍａｘ

，犿∈犖，犆犿 ＞０，μｍａｘ≠
烅

烄

烆
０
，

λ犻（狓）＝１，　　　　（犻＝２，…，狀） （１２）

式中犿 和犆犿 都是常数。在数值试验中，类似于

Ｊ．Ｗｅｉｃｋｅｒｔ
［７］在局部张量模型中的取法，取犿＝４，

犆犿＝３．３１４８８。扩散张量定义为

犇＝犘

λ１， ０， ０…０

０， λ２， ０…０

  

０， ０， ０…λ

熿

燀

燄

燅狀

犘Ｔ． （１３）

　　（１２）式与（１３）式表明，在图像的均匀区域，对应

于μ犻＝０，（犻＝１，…，狀）的区域，（４）式是各向同性扩

散的，有利于去除均匀区域的噪声；在图像的边缘和

纹理等细节周围，对应于μｍａｘ＝μ１＞０，模型（４）式沿

特征变化较慢的方向扩散，而沿特征变化最快的方向

扩散很慢，有利于保护图像的边缘、纹理等细节特征。

３　模型的离散化

对非局部梯度和非局部散度采用文献［１１］中给

出的离散化方式。设狌犐表示图像上犐＝ 犻１，犻（ ）２ 点的

灰度值，ω犐犑 是ω（犡，犢）的离散化，与犐点相似的点犑

构成一个邻域：犑∈犖犐 ＝ ｛犑∶ω犐犑 ＞０｝；

将 ω 离散化成 ω犱：

ω犱狌犐 ＝ （狌犐－狌犑） ω槡犐犑，犑∈犖犐， （１４）

ｄｉｖω 离散化成ｄｉｖω犱：

ｄｉｖω犱狏犐，犑 ＝∑
犑∈犖犐

（狏犐，犑－狏犑，犐） ω槡犐犑． （１５）

　　对（４）式采用时间显式差分格式来迭代求解：

狌狀＋１ ＝狌
狀
＋τｄｉｖω犱（犇·ω犱狌

狀）

狌０ ＝
烅
烄

烆 犳
， （１６）

式中τ是时间步长。
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为了进一步说明（４）式与局部扩散模型的本质

不同［７］，对两个模型的离散格式进行比较。若对文

献［７］中的模型也采用时间显式有限差分离散，其离

散格式如下：

狌狀＋１犐 ＝狌
狀
犐＋Δ狋 ∑

犼∈ 犖，犛，犈，｛ ｝犠

犮狀犼 狌
狀
犼－狌（ ）狀犐

狌０犐 ＝犳

烅

烄

烆 犐

，（１７）

式中犖，犛，犈，犠 是指与像素点犐在垂直和水平方向

相邻的北、南、东、西四个像素。而模型（４）式的离散

格式为

狌狀＋１犐 ＝狌
狀
犐＋Δ狋∑

犼∈犖犐

犮狀犼 狌
狀
犼－狌（ ）狀犐

狌０ ＝狌

烅

烄

烆 ０

， （１８）

式中犖犐 ＝ ｛犑∶ω犐犑 ＞０｝是与像素点犐最相似的像

素点。可见，两个模型的主要差别在于，局部模型利

用待恢复像素的空间局部信息来恢复该像素，而非

局部模型利用和待恢复像素相似的所有像素来估计

当前像素，充分利用了图像的全局信息。

图２ 含噪声图像。（ａ）噪声标准差σ＝２０；（ｂ）σ＝１０

Ｆｉｇ．２ Ｔｅｘｔｕｒｅｄｉｍａｇｅｓｗｉｔｈｎｏｉｓｅ．

（ａ）ｎｏｉｓｅｓｆａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎσ＝２０；（ｂ）σ＝１０

４　数值实验结果及分析

为了研究模型在去噪方面的性能，进行了大量

的数值实验，这里给出几个实验结果作为示例。

图２所示是含噪图像，所有噪声都是Ｇａｕｓｓｉａｎ

白噪声，图２（ａ）是一个含有纹理的合成图像，噪声

标准差为２０，图２（ｂ）是含有丰富纹理细节的自然图

像，噪声标准差为１０。利用Ｗｅｉｃｋｅｒｔ的局部各向异

性扩散模型得到的去噪图像如图３所示。利用（４）

式所得的去噪图像如图４所示。对去噪后的图像进

行局部放大后的对比实验结果如图５所示。用两种

模型得到的去噪图像的峰值信噪比对比如表１所

示。表１和图３，图４，图５均表明，给出的非局部各

向异性扩散模型在去除噪声的同时，能够更好地保

护图像的边缘和纹理等重要特征，更适于处理含有

丰富纹理的图像。

图３ 局部各向异性扩散模型（Ｗｅｉｃｋｅｒｔ模型）去噪结果

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｉｍａｇｅｓｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｌｏｃａｌ

ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌ

图４ 非局部各向异性扩散模型去噪结果

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｉｍａｇｅｓｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌ

ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌ

图５ 两个实验图像去噪后局部放大后的对比结果。

（ａ），（ｃ）是局部扩散模型局部放大后的结果；

　（ｂ），（ｄ）是非局部扩散模型局部放大后的结果

Ｆｉｇ．５ Ｅｎｌａｒｇｅｄｌｏｃａｌｌｙｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅａｂｏｖｅ

ｔｗｏｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．（ａ），（ｃ）ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｂｙｌｏｃａｌ

ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ，ａｎｄ （ｂ），（ｄ）ｒｅｃｏｖｅｒｅｄ ｂｙ

　　　　　ｎｏｎｌｏｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌ
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表１ 两种去噪方法的ＰＳＮＲ对比

Ｔａｂｌｅ１ ＰＳＮＲｏｆｔｈｅｔｗｏｄｅｎｏｉｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ

ＰＳＮＲ

ａ ｂ

Ｌｏｃａｌｍｏｄｅｌ ２８．８９３６ ２９．３４１８

Ｎｏｎｌｏｃａｌｍｏｄｅｌ ２９．２２５６ ３２．１６７６

　　图５中（ａ），（ｃ）表明局部模型将图像的纹理细

节当成噪声磨平了；而（ｂ），（ｄ）说明非局部模型在

去噪的同时很好地保留了图像的纹理细节。出现这

种效果的原因是设计了非局部的扩散张量，这种非

局部扩散张量充分利用了图像的全局信息，并且能

够在图像的一个特征空间中自适应的寻找扩散方

向。从这一角度上看，是对文献［７］中根据传统的梯

度算子来确定各点的扩散速率方法的改进。

５　结　　论

利用非局部导数设计了非局部扩散张量，将

Ｗｅｉｃｋｅｒｔ
［７］的局部各向异性扩散模型推广为非局部

的各向异性扩散。数值实验表明，非局部模型不仅

能很好地去除噪声，而且能很好地保护图像的边缘

和纹理等重要特征。
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