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摘要　研究了两对无相互作用的二能级原子分别处于一个非马尔可夫热库中的纠缠动力学问题。计算分析表明，

两原子的初始纠缠可以转移到初始没有纠缠的两原子上，并且在转移过程中，两热库起到了中间的媒介作用。通

过研究该开放多体系统中的共生对纠缠，在适当的初始条件下，发现初始原子间的纠缠可以发生纠缠猝死现象，并

且初始分离两原子和两热库会伴随着出现纠缠的突然产生现象。
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１　引　　言

量子纠缠是量子力学的基本概念之一，起初被

用来区分经典世界与量子世界。近年来，由于量子

信息和量子计算［１］的产生与发展，量子纠缠［２，３］被认

为是一种不可替代的资源，可以用来执行一些经典

手段无法完成的任务，如量子隐形传态和量子密码

等。但是，在实际的量子任务中，由于量子系统不可

避免地与环境发生相互作用，导致单个量子系统的

退相干，并最终破坏整个系统必要的纠缠［４，５］。Ｄｕｒ

等［６，７］在研究退相干机制时发现：初始处于纠缠但

没有相互作用的两个二能级原子分别与两个真空场

相互作用时，两个原子间的纠缠能够在有限的时间

内完全消失，而单个原子与真空场相互作用发生退

相干需要经历无穷长时间，这个现象称为纠缠猝死

（Ｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔｓｕｄｄｅｎｄｅａｔｈ）
［８，９］。这种有趣的现

象已经由线性光学［１０，１１］和原子系综［１２］的相关实验

所证实。

再者，目前多体系统纠缠的定义以及测量引起了
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人们的高度重视，也在量子物理领域开拓了一些新的

研究分支。文献［１３，１４］主要研究了多体纠缠的转移

和交换，并指出纠缠的转移和交换是实施量子接口和

量子网络的最基本的过程。可见对纠缠转移和交换

问题的研究在量子信息处理和通信过程中尤为重要。

２００７年，Ｙｏｎａｃ等
［１５］分析了两个纠缠的原子分别和

各自的腔发生相互作用的纠缠动力学，结果指出两原

子的初始纠缠可以完全的转移到两腔场的光子纠缠。

Ｌｏｐｅｚ等
［１６］研究了两纠缠的比特分别在马尔可夫热

库中的纠缠演化问题，发现两比特的初始纠缠最终会

转化为两热库的纠缠，也就是说，两比特的初始信息

完全转移到两热库中；该文献还指出伴随着两比特纠

缠猝死现象，两热库会出现纠缠的突然产生现象

（Ｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔｓｕｄｄｅｎｂｉｒｔｈ）。

以上文献主要研究了比特间的纠缠转移到两腔

模或两热库的纠缠，而没有涉及到比特间的纠缠到

比特纠缠的转移问题。所以本文考虑了两对之间无

相互作用的二能级原子犃，犆和犅，犇分别处于一个

非马尔可夫热库中的理论模型，其中原子犃，犅初始

处于纠缠态。发现原子犃，犅间的纠缠可以很容易

的转移到原子犆，犇间的纠缠，两热库间的纠缠和局

域对纠缠在纠缠转移过程中起到了中间的桥梁作

用。还研究该开放多体系统中的共生对纠缠问题，

结果表明原子犃，犅间的纠缠可以发生纠缠猝死现

象，并且原子犆，犇和两热库会伴随着出现纠缠的突

然产生现象。

２　理论模型

主要考虑了两对之间无相互作用的二能级原子

犃，犆和犅，犇分别处于一个非马尔可夫热库（犪和犫）

中，这样就避免不了与环境的相互作用，在此只写出

原子犃，犆与热库犪的耦合哈密顿量

犎 ＝犎０＋犎ｉｎｔ

犎０ ＝ω０［σ
（犃）
＋ σ

（犃）
－ ＋σ

（犆）
＋ σ

（犆）
－ ］＋∑

犽

ω犽犫
＋
犽犫犽

犎ｉｎｔ＝ ［α犃σ
（犃）
＋ ＋α犆σ

（犆）
＋ ］∑

犽

犵犽犫犽＋ｃ．ｃ．

，（１）

式中犎０，犎ｉｎｔ分别为体系的自由哈密顿量，相互作

用哈密顿量［原子犅，犇和热库犫之间的哈密顿量形

式与（１）式一样］。犫犽，犫
＋
犽 为热库第犽个模式的湮没与

产生算符，σ
（犻）
± 为第犻个原子的反转算符（犻＝犃，犆），

并且假定文中的原子具有相同的跃迁频率ω０，α犻 为

第犻个原子与热库的耦合强度，它的大小由原子在

热库中的位置决定，因此可以被有效的控制。为了计

算的方便，引入两个常数：总耦合强度αＴ ＝

α
２
犃 ＋α

２
槡 犆 与相对耦合强度狉犻＝

α犻

αＴ
（犻＝犃，犆），由狉犻

与αＴ的定义可知狉
２
犃＋狉

２
犆 ＝１。原子与热库的耦合强

度对原子间纠缠的动力学演化起着重要的控制作

用，例如在非马尔可夫热库中，耦全强度越强意味着

纠缠的回复振幅越大［１７］；通常可以调节两原子在热

库中的位置对相对耦全强度进行控制。为了简单起

见，本文主要对α犃 ＝α犆 的情况进行了详细的分析。

对原子犃，犆和热库犪初始分别处于 犲犵〉犃犆和

真空态（０〉狉＝∏
犽
０犽〉狉），由（１）式可给出原子犃，犆

和热库犪组成的系统的演化态矢

Φ（狋）〉犃犆犪 ＝犆１（狋）犲犵０〉犃犆犪 ＋犆２（狋）犵犲０〉犃犆犪 ＋

犆３（狋）犵犵１〉犃犆犪， （２）

式中 １〉狉＝
１

犆３（狋）
∏
犽
犆犽（狋）１犽〉狉。主要考虑原子的

跃迁频率与热库的中心频率共振的情况，则几率幅

的演化方程组为

犆１（狋）＝－ｉα犃∑
犽

犵犽犆犽（狋），

犆２（狋）＝－ｉα犅∑
犽

犵犽犆犽（狋）， （３）

犆犽（狋）＝－ｉ犵
［α犃犆１（狋）＋α犅犆２（狋）］． （４）

　　对（４）式进行积分并将积分结果代入（３）式，可

以得到关于犆１，２（狋）的积分 微分方程

犆１（狋）＝－∑
犽∫
狋

０

ｄ狋１［α
２
犃 犵犽

２犆１（狋１）＋

α犃α犅 犵犽
２犆２（狋１）］

犆２（狋）＝－∑
犽∫
狋

０

ｄ狋１［α犃α犅 犵犽
２犆１（狋１）＋

α
２
犅 犵犽

２犆２（狋１）］． （５）

　　 当热库 的模 式连续 取值 时，∑
犽

犵犽
２
＝

∫ｄω犑（ω），其中犑（ω）为热库的谱密度，若假定热库
为耗散腔的电磁场，则谱密度犑（ω）为

犑（ω）＝
犚２

π

λ
（ω－ωｃ）

２
＋λ

２
， （６）

式中的犚 正比于真空拉比频率，λ为犑（ω）的谱宽

度。当λ＜２犚 时，也就是强耦合的情况下，热库的

关联时间大于原子的弛豫时间，相应的热库具有较

强的非马尔可夫夫性质，而当λ＞２犚，即弱耦合时，

热库的马尔可夫性质较强［１８，１９］。在马尔可夫近似

下，原子间的纠缠在死亡后，不会出现纠缠的回复现

象；然而由于非马尔可夫热库的记忆功能，原子间纠

５０６３
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缠死亡后会伴随着纠缠的回复。

通过引入关联函数犳（狋－狋１）来定义下面关于热

库谱密度犑（ω）的傅里叶变换

犳（狋－狋１）＝∫ｄω犑（ω）ｅｘｐ［ｉ（ωｃ－ω）（狋－狋１）］，
式中ωｃ为热库的中心频率。则关联函数（５）式可以

重新写为

犆１（狋）＝－∫
狋

０

ｄ狋１［α
２
犃犆１（狋１）＋α犃α犅犆２（狋１）］犳（狋－狋１）

犆２（狋）＝－∫
狋

０

ｄ狋１［α犃α犅犆１（狋１）＋α
２
犅犆２（狋１）］犳（狋－狋１）．

（７）

　　对（７）式进行拉普拉斯变换得

狊珟犆１（狊）－犆１（０）＝－［α
２
犃
珟犆１（狊）＋α犃α犅珟犆２（狊）］珟犳（狊）

狊珟犆２（狊）－犆２（０）＝－［α犃α犅珟犆１（狊）＋α
２
犅
珟犆２（狊）］珟犳（狊）．

（８）

　　通过（８）式可以解出珟犆１（狊）和珟犆２（狊）的值，然后

由拉普拉斯反变换可以得到犆１（狋）和犆２（狋）的精确

解，即

犆１（狋）＝ ［狉
２
犆＋狉

２
犃ε（狋）］犆１（０）－狉犃狉犆［１－ε（狋）］犆２（０）

犆２（狋）＝－狉犃狉犆［１－ε（狋）］犆１（０）＋［狉
２
犃＋狉

２
犆ε（狋）］犆２（０）

犆３（狋）＝ １－犆
２
１（狋）－犆

２
２（狋槡 ）， （９）

其中

ε（狋）＝ｅｘｐ（－λ狋／２）ｃｏｓｈ（Ω狋／２）＋
λ
Ω
ｓｉｎｈ（Ω狋／２［ ］）．

（１０）

并有Ω＝ λ
２
－４犚

２
α
２

槡 Ｔ。

考虑了两对之间无相互作用的二能级原子犃，

犆和犅，犇 分别处于一个非马尔可夫热库（犪和犫）

中，两热库初始处于真空态，原子犃，犅初始处于纠

缠态α 犵犵〉犃犅＋β犲犲〉犃犅和原子犆，犇 都处于基态

犵犵〉犆犇，则整个系统的初始态矢为

Ψ（０）〉＝ （α犵犵〉犃犅 ＋β犲犲〉犃犅） 犵犵〉犆犇  ００〉犪犫．

（１１）

利用体系的相互作用哈密顿量表达式，可以求出狋

时刻整个体系的演化态矢

Ψ（狋）〉＝α犵犵〉犃犅 犵犵〉犆犇 ００〉犪犫＋β犆
２
１（狋）犲犲〉犃犅 犵犵〉犆犇 ００〉犪犫＋β犆１（狋）犆２（狋）犲犵〉犃犅 犵犲〉犆犇 ００〉犪犫＋

β犆１（狋）犆３（狋）犲犵〉犃犅 犵犵〉犆犇 ０１〉犪犫＋β犆１（狋）犆２（狋）犵犲〉犃犅 犲犵〉犆犇 ００〉犪犫＋β犆
２
２（狋）犵犵〉犃犅 犲犲〉犆犇 ００〉犪犫＋

β犆２（狋）犆３（狋）犵犵〉犃犅 犲犵〉犆犇 ０１〉犪犫＋β犆１（狋）犆３（狋）犵犲〉犃犅 犵犵〉犆犇 １０〉犪犫＋

β犆２（狋）犆３（狋）犵犵〉犃犅 犵犲〉犆犇 １０〉犪犫＋β犆
２
３（狋）犵犵〉犃犅 犵犵〉犆犇 １１〉犪犫． （１２）

３　数值计算与理论分析

为了研究开放多体系统中的两体共生纠缠的演化特性，采用Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ的方法。对于一个密度矩阵

ρ，它的共生纠缠度可以表示为
［２０］

犆（ρ）＝ｍａｘ（０，λ槡１－ λ槡２－ λ槡３－ λ槡４）， （１３）

式中λ犻（犻＝１，２，３，４）为矩阵算符犌按降序排列的本征值：

犌＝ρ
（σ狔 σ狔）ρ（σ狔 σ狔）， （１４）

ρ
为ρ的复共轭，共生纠缠度从０～１变化，犆＝０表示两量子比特完全分离，犆＝１表示两量子比特处于最大

纠缠，０＜犆＜１表示两量子比特处于部分纠缠。

（１２）式给出了整个体系（原子犃，犅，犆，犇和热库犪，犫）在任意时刻的态矢，为了计算体系中任意两体的共生纠

缠，可以很容易由（１２）式得到任意两个子体系的约化密度矩阵，利用（１３）式可得到如下的任意两体的共生纠缠：

犆犃犅 ＝２ｍａｘ｛αβ犆
２
１（狋）－ β

２［犆２１（狋）（１－犆
２
１（狋））］，０｝

犆犆犇 ＝２ｍａｘ｛αβ犆
２
２（狋）－ β

２［犆２２（狋）（１－犆
２
２（狋））］，０｝

犆犪犫 ＝２ｍａｘ｛αβ犆
２
３（狋）－ β

２［犆２３（狋）（１－犆
２
３（狋））］，０｝

犆犃犪 ＝犆犅犫 ＝２β
２犆１（狋）犆

３
３（狋）

犆犆犪 ＝犆犇犫 ＝２β
２犆２（狋）犆

３
３（狋）

犆犃犆 ＝犆犅犇 ＝２β
２（犆３１（狋）犆２（狋）＋犆

３
２（狋）犆１（狋）＋犆１（狋）犆２（狋）犆

２
３（狋））

犆犃犫 ＝犆犅犪 ＝２犆１（狋）犆３（狋）｛αβ － β
２ ［犆２２（狋）＋犆

２
３（狋）］［犆

２
２（狋）＋犆

２
１（狋槡 ）］｝
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犆犆犫 ＝犆犇犪 ＝２犆２（狋）犆３（狋）｛αβ － β
２ ［犆２１（狋）＋犆

２
３（狋）］［犆

２
２（狋）＋犆

２
１（狋槡 ）］｝

犆犃犇 ＝犆犅犆 ＝２犆１（狋）犆２（狋）｛αβ － β
２ ［犆２１（狋）＋犆

２
３（狋）］［犆

２
２（狋）＋犆

２
３（狋槡 ）］｝． （１５）

　　然后对（１５）式作数值计算，可得到多体开放系统中的各个共生对纠缠量的演化规律如图１、图２所示。

图１λ＝０时多体开放系统中共生对纠缠犆犃犅，犆犆犇和犆犪犫随时间犚狋的演化。（ａ）α＝ ５／槡 ７，β＝ ２／槡 ７；

（ｂ）α＝ ３／槡 ７，β＝ ４／槡 ７；（ｃ）α＝３／５，β＝４／５；（ｄ）α＝ １／槡 ７，β＝ ６／槡 ７

Ｆｉｇ．１ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｌｌｔｈｅｐａｉｒｅｗｉｓｅｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔ犆犃犅，犆犆犇ａｎｄ犆犪犫ｉｎｔｈｅｍｕｌｔｉｐａｒｔｉｔｅｏｐｅｎｓｙｓｔｅｍ，ｗｉｔｈ犚狋

ａｎｄ犆犪犫ｆｏｒλ＝０．（ａ）α＝ ５／槡 ７，β＝ ２／槡 ７；（ｂ）α＝ ３／槡 ７，β＝ ４／槡 ７；（ｃ）α＝３／５，β＝４／５；（ｄ）α＝ １／槡 ７，β＝ ６／槡 ７

图２ 多体开放系统中所有共生对纠缠随时间犚狋的演化，其中α＝ １／槡 ７，β＝ ６／槡 ７．（ａ）无耗散的多模腔模型（λ＝０）；

（ｂ）非马尔可夫热库（λ＝０．１）

Ｆｉｇ．２ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｌｌｔｈｅｐａｉｒｅｗｉｓｅｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔｉｎｔｈｅｍｕｌｔｉｐａｒｔｉｔｅｏｐｅｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ犚狋ｗｈｅｎα＝ １／槡 ７，

β＝ ６／槡 ７．（ａ）Ｎｏｎｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｍｕｌｔｉｍｏｄｅｃａｖｉｔｙｍｏｄｅｌ（λ＝０）；（ｂ）ｎｏｎＭａｒｋｏｖｉａｎｒｅｓｅｒｖｏｉｒｍｏｄｅｌ（λ＝０．１）
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　　图１给出了多体系统中原子犃，犅、原子犆，犇和

两热库的共生纠缠在不同初始条件下随时间的演化

特性，这里的多模热库被看作没有能量耗散的腔场

（λ＝０）。可以清楚地看到，初始处于纠缠态的原子犃，

犅在演化过程中会出现纠缠猝死现象，同时伴随着该

现象原子犆，犇和两热库犪，犫都发生了纠缠的突然产

生现象。这样就会遇到关于这两种现象出现时间先后

顺序的问题，文献［１６］中主要研究了两纠缠原子分别

处于各自热库中的纠缠动力学问题，提到了两原子发

生纠缠猝死和出现两热库纠缠突然产生的时间先后

取决于两原子的初始状态。对于本文中的理论模型主

要讨论了初始纠缠的原子犃，犅和原子犆，犇所发生上

面两种现象的时间问题，也就是对文献［１６］做了进一

步的推广。由（１５）式中犆犃犅 和犆犆犇 的表达式可以很容

易得到ε
２（狋）＝３－４α／β ，则只有当 β／α ＝

４／３时，原子犃，犅和原子犆，犇所发生纠缠猝死和纠缠

突然 产 生 现 象 才 会 同 时 发 生［图 １（ｃ）］。而 当

β／α ＞４／３时，原子犆，犇的纠缠突然产生现象会

滞后于原子 犃，犅 的纠缠猝死现象［图１（ｄ）］；在

β／α ＜４／３的条件下，原子犆，犇的纠缠突然产生

现象会先前于原子犃，犅的纠缠猝死现象［图１（ｂ）］。

由图１还可以发现两热库在一定条件下会发生

纠缠突然产生现象。但在某些条件下两热库的共生

纠缠犆犪犫 在演化过程中根本不会产生［图１（ｄ）］。通

过对（１５）式中犆犪犫 表达式的分析可以给出犆犪犫 在演

化过程中存在的条件，该条件必须满足ε
２（狋）＝

２α／β －１，也就是说当２α ≤ β 时，两热库在

演化过程中压根不会产生纠缠态；而在２α ＞

β 的条件下，两热库在演化过程中会突然产生纠

缠态。还值得一提的是，两热库产生的纠缠量随着

２α／β 的减小而减小。

根据图１也可以清楚地看到初始犃，犅间的纠

缠在某些时刻完全可以转移为原子犆，犇间的纠缠，

并且两热库在纠缠的转移过程中充当了中间的桥梁

作用。但在２α ≤ β 时，两热库压根不会产生纠

缠，那必然在纠缠转移的过程中还有其他的共生对

纠缠起到和两热库一样的作用。下面通过分析图２

来解决这一问题。

图２主要给出了多体开放系统中各个共生对纠

缠在满足２α ＜ β 条件下随时间的演化特性。在

原子犃，犅间的初始纠缠向原子犆，犇转移的过程中，

在有限时间段，出现了原子犃，犅间纠缠和原子犆，犇

间纠缠都为零的现象，又由于在初始条件２狘α狘＜

狘β狘下两热库不会产生纠缠，不能在纠缠转移过程

中起到中间的媒介作用；但是由图２可以看到在这

期间局域共生对纠缠（犆犃犪／犆犅犫，犆犆犪／犆犇犫，犆犃犆／犆犅犇）

是不为零的，故多体开放系统中的这些局域共生对

纠缠在纠缠的转移过程中起到了中间的媒介作用

［图２（ａ）］。在两热库满足非马尔可夫条件下，纠缠

转移过程仍然可以发生。值得指出的是因为原子与

环境的相互耦合，初始纠缠不能完全的转移到原子

犆，犇上，只是部分初始纠缠在局域共生对纠缠的桥

梁作用下转移到原子犆，犇 上。犆犃犅 和犆犆犇 最终会随

着时间的演化而消失，而原子与各自热库的局域演

化会产生局域共生对纠缠，并且这些局域的共生对

纠缠（犆犃犪／犆犅犫，犆犆犪／犆犇犫，犆犃犆／犆犅犇）最后达到各自固

定的纠缠上；其他的非局域的共生对纠缠（犆犃犫／犆犅犪，

犆犆犫／犆犇犪，犆犃犇／犆犅犆）也最终消失。

以上 结 果 都 是 基 于 初 始 原 子 犃，犅 处 于

α 犵犵〉犃犅＋β犲犲〉犃犅纠缠态的情况下得到的结果，下

面考虑如果原子犃，犅初始处于α犲犵〉犃犅＋β犵犲〉犃犅，

原子犆，犇 都处于基态 犵犵〉犆犇，并且两热库初始为

真空态，通过计算可以得到

犆犃犅 ＝２αβ 犆１（狋）
２，

犆犆犇 ＝２αβ 犆２（狋）
２，

犆犪犫 ＝２αβ 犆３（狋）
２．　 （１６）

可见这三个共生对纠缠满足犆犃犅 ＋犆犆犇 ＋犆犪犫 ＝

２αβ ，也就是说在这种情况下，原子犃，犅间纠缠

的损失会立刻得到两库间纠缠和原子犆，犇 间纠缠

补偿，此三个共生对纠缠的和犆犃犅 ＋犆犆犇 ＋犆犪犫 在演

化过程中始终为一守恒量。对于这一问题的物理原

因，到目前还是一个公开讨论的问题，由于纠缠本身

就没有用一个厄密算符来定义，故不是一个可观测

的物理量，难以用更物理的语言来讨论纠缠守恒。

在这里仅将这一守恒问题看成是纠缠转移过程在该

初态下的互补守恒。

４　结　　论

考虑了两对之间无相互作用的二能级原子犃，

犆和犅，犇分别处于一个非马尔可夫热库中的理论

模型，利用共生的方法研究了多体开放系统中的对

纠缠的动力学行为。结果表明，原子犃，犅间的初始

纠缠可以很容易的转移到原子犆，犇上，两热库间的

纠缠和局域对纠缠在纠缠转移过程中起到了中间的

桥梁作用。还发现原子犃，犅间的纠缠可以发生纠

缠猝死现象，并且原子犆，犇和两热库会伴随着出现

纠缠的突然产生现象。在两热库满足非马尔可夫的
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条件下，犆犃犅和犆犆犇最终会随着时间的演化而消失，

而局域共生对纠缠最后达到各自固定的纠缠上；其

他的非局域共生对纠缠也最终消失。还对原子与热

库相互作用系统的共生对纠缠的转移和动力学行为

进行了研究，对于纠缠态的制备和量子远程通讯等

领域的研究可提供一定的指导意义。
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