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一种可用于调制传递函数计算的新型
线扩展函数拟合模型

李铁成　冯华君　徐之海　李晓彤
（浙江大学现代光学仪器国家重点实验室，浙江 杭州３１００２７）

摘要　调制传递函数（ＭＴＦ）被广泛用于定性和定量地描述一个光学成像系统成像本领。事实上有多种不同的方

法可以获取成像系统的 ＭＴＦ。提出了一种新型线扩展函数（ＬＳＦ）拟合模型用于计算 ＭＴＦ。函数模型中的各个参

数可以使用非线性最小二乘法来确定。与以前提出的函数模型相比，不论在何种噪声条件下，该函数模型的 ＭＴＦ

计算结果总与参考值最为接近。使用该函数模型计算退化图像的 ＭＴＦ，并将其应用于降质图像的复原，实验结果

证明了计算值的可靠性和用于图像复原时的有效性。

关键词　图像处理；调制传递函数（ＭＴＦ）；线扩展函数（ＬＳＦ）；非线性最小二乘拟合；图像复原
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１　引　　言

调制传递函数（ＭＴＦ）被广泛应用于定性和定

量描述一个线性空间不变成像系统的频率响应或分

辨本领。测量 ＭＴＦ最直接的方法就是对一个已知

的输入源成像，比如一条狭缝［１］。它在像空间对应

于线扩展函数（ＬＳＦ）。ＬＳＦ的一维傅里叶变换对应

于系统二维光学传递函数（ＯＴＦ）的截面。ＯＴＦ的

归一化模为 ＭＴＦ。

事实上有多种不同的方法可以用于获取成像系

统的ＬＳＦ。Ｂｅｎｔｚｅｎ
［２］提出了一种基于高斯分布的

函数模型用于对ＬＳＦ数据进行拟合。为了解决中

心对称问题［３］，Ｙｉｎ等
［４］提出了一种由高斯函数和

指数函数组合而成的函数模型用于对ＬＳＦ数据进

行拟合。为了克服噪声放大问题［５］，Ｔｚａｎｎｅｓ等
［６］
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提出了一种基于Ｆｅｒｍｉ函数的函数模型用于对ＬＳＦ

数据进行拟合。以上所有函数模型的提出均源自于

它们与典型ＬＳＦ在形态上的相似性。

本文提出了一种新型函数模型用于对ＬＳＦ数

据进行拟合并最终得到系统的 ＭＴＦ。与前人提出

的函数模型不同，该函数模型是经标量衍射理论推

导而出的。函数模型中的各个参数可以通过最小化

均方误差的办法得到。经过不同噪声条件下的仿真

实验，分析和比较了各种函数模型在图像含有噪声

时的性能表现。使用该函数模型计算实际拍摄图像

的 ＭＴＦ，并基于该计算值对退化图像进行复原。实

验结果证明了计算值的可靠性和用于图像复原时的

有效性。

２　原　　理

对于线性不变系统（ＬＩＳ），输出犵（狓，狔）是输入

犳（狓，狔）与脉冲响应的卷积

犵（狓，狔）＝犳（狓，狔）犺（狓，狔）， （１）

式中犺（狓，狔）称为系统的脉冲相应或者点扩展函数

（ＰＳＦ）。

成像系统不太可能在整个物面上满足等晕条

件。因此，通常会将整个物面划分为若干个小区域

（等晕区），成像系统在该区域内满足等晕条件，可以

近似看作是空间不变的，例如近轴成像区［７］。

假设系统的输入是一平行于狔 轴的线光源

δ（狓）

犳（狓，狔）＝δ（狓）， （２）

将（２）式带入（１）式，得到系统的输出为

犉ＬＳＦ（狓）＝δ（狓）犺（狓，狔）＝∫
∞

－∞

犺（狓，狔）ｄ狔，（３）

式中犉ＬＳＦ（狓）称为线扩展函数（ＬＳＦ）。ＬＳＦ的一维

傅里叶变换对应于系统二维传递函数的截面：

犢［犉ＬＳＦ（狓）］＝犢∫
∞

－∞

犺（狓，狔）ｄ［ ］狔 ＝

犺（狓，狔）ｅｘｐ（－ｊ２π犳狓狓）ｄ狓ｄ狔＝犎（犳狓，０），（４）
式中犎（犳狓，犳狔）称为光学传递函数（ＯＴＦ），是系统

脉冲响应的傅里叶变换。

当系统的脉冲响应具有旋转对称性时，系统的

传递函数也具有旋转对称性。因此，要确定系统的

二维传递函数，只需要计算它的一个截面犎（犳狓，０）

即可。

ＯＴＦ的归一化模为 ＭＴＦ：

犉ＭＴＦ（犳狓，０）＝
犎（犳狓，０）

犎（０，０）
＝

∫
∞

－∞

犉ＬＳＦ（狓）ｅｘｐ（－ｊ２π犳狓狓）ｄ狓

∫
∞

－∞

犉ＬＳＦ（狓）ｄ狓

． （５）

ＬＳＦ是边缘扩展函数（ＥＳＦ）的导数，

犉ＬＳＦ（狓）＝
ｄ犉ＥＳＦ（狓）

ｄ狓
， （６）

将（６）式带入（５）式则

犉ＭＴＦ（犳狓，０）＝
∫
∞

－∞

ｄ犉ＥＳＦ（狓）

ｄ狓
ｅｘｐ（－ｊ２π犳狓狓）ｄ狓

∫
∞

－∞

ｄ犉ＥＳＦ（狓）

ｄ狓
ｄ狓

．

（７）

当物面采用相干光照明时，像面上的强度分布为［８］

犐犻（狓）＝∫
∞

－∞

犝ｏ（ξ）犪ｓｉｎｃ
π犪（狓＋犿ξ）
（１＋犿）λ［ ］犳 ｄξ

２

，（８）

式中犝ｏ（ξ）是物面上的复振幅分布，犪是系统的孔径

大小，犿是系统的放大率，λ是入射光的波长，犳是系

统的焦距。

由于非相干成像系统的脉冲响应犺ｉ（狓，狔）是

相干成像系统脉冲响应犺ｃ（狓，狔）的模的平方

犺ｉ（狓，狔）＝ 犺ｃ（狓，狔）
２． （９）

因此，当物面采用非相干光照明时，像面上的强度分

布为［９］

犐ｉ（狓）＝∫
∞

－∞

犐ｏ（ξ）犪
２ｓｉｎｃ２

π犪（狓＋犿ξ）
（１＋犿）λ［ ］犳 ｄξ，（１０）

式中犐ｏ（ξ）是物面上的强度分布，λ是入射光的平均

波长。

当成像物体是一平行于狔轴的线光源时，像面

上的强度分布为

犉ＬＳＦ（狓，犽）＝
ｃｏｓ（犃犽狓）－１

犃犽狓２
， （１１）

式中犃＝
犪

（１＋犿）犳
为一常数，犽＝

２π

λ
为波数。

一般光源（包括激光）发出的光，都不是严格意

义上的单色光。当物面采用复色光照明时，像面上

实际获得的 ＬＳＦ是其包含的所有单色 ＬＳＦ的叠

加［１０］。

犉ＬＳＦ（狓）＝∫犛（λ）犇（λ）犉ＬＳＦ（狓，λ）ｄλ， （１２）

式中犛（λ）是入射光的能量谱，犇（λ）是传感器的响

应度。

５５４３



光　　　学　　　学　　　报 ３０卷

假设成像系统的入射光具有均一的能量谱，并且

传感器对不同波长的入射光具有相同的响应度。将

（１１）式代入（１２）式，考虑可见光光谱（３８０～７８０ｎｍ）：

犉ＬＳＦ（狓）＝∫
λ１

λ２

犉ＬＳＦ（狓，λ）ｄλ＝∫

犽
１

犽
２

犉ＬＳＦ（狓，犽）ｄ犽＝

－２π
１－ｃｏｓ（犃犽狓）

２犃犽２狓２
－
犃犆ｉ（犃犽狓）

２
＋
ｓｉｎ（犃犽狓）

２［ ］犽狓

犽
１

犽
２

，

（１３）

式中λ１ ＝７８０ｎｍ和λ２ ＝３８０ｎｍ，犽１ ＝２π／λ１ 和

犽２ ＝２π／λ２ 分别对应于可见光光谱的上下限，

犆ｉ（狓）＝－∫
∞

狓

ｃｏｓ狋
狋
ｄ狋。

由于大多数的ＬＳＦ并不一定关于中心对称，使

用单个ＬＳＦ函数很难得到令人满意的拟合效果，故

使用若干个ＬＳＦ函数的线性组合来对ＬＳＦ数据进

行拟合［１１］。实验结果表明，３个ＬＳＦ函数的线性组

合就能够提供足够的拟合精度：

犔（狓）＝犱＋∑
３

犻＝１

犪犻犉ＬＳＦ

狓－犫犻
犮（ ）
犻

， （１４）

式中犱，犪犻，犫犻和犮犻都为常数。

从图像中提取得到的上采样ＬＳＦ数据可以使

用非线性最小二乘法进行拟合。函数模型中的各个

参数可以通过最小化均方误差的办法得到。一组合

适的初始值有助于找到每个参数的局部最优值。因

此，使用单个ＬＳＦ函数对ＬＳＦ数据进行拟合，可以

得到一组粗略的参数估计值。然后，将这组估计值

作为初始值，使用两个ＬＳＦ函数的线性组合来对

ＬＳＦ数据进行拟合，可以得到一组更为精确的参数

估计值。对于模型函数为３个ＬＳＦ函数的线性组

合的情况，重复以上步骤，最终得到一组更为精确的

参数估计值。

根据采样定理，为了避免离散傅里叶变换

（ＤＦＴ）过程中可能产生的频谱混叠，对拟合后的

ＬＳＦ的采样频率必须高于其最高频率的两倍
［１２］。

ＬＳＦ采样值的一维ＤＦＴ对应于过二维 ＯＴＦ中心

的截面，该截面的方向垂直于线光源。

３　实验结果

３．１　仿真结果

Ｂｅｎｔｚｅｎ
［２］提出了一种基于高斯分布的函数模

型用于对ＬＳＦ数据进行拟合

犉ＬＳＦ（狓）＝犪ｅｘｐ｛－［（狓－犫）／犮］
２｝＋犱，（１５）

该函数模型对那些ＬＳＦ具有负旁瓣的成像系统并

不适用，例如ＣＴ等。

Ｙｉｎ等
［４］也提出了一种组合函数模型用于对

ＬＳＦ数据进行拟合。该函数模型由两部分组成，第

一部分为高斯函数，对应于ＬＳＦ的中心部分，第二

部分为指数函数，对应于ＬＳＦ的两边部分（尾部）：

犉ＬＳＦ（狓）＝犪ｅｘｐ｛－［（狓－犫）／犮］
２｝＋

犱ｅｘｐ［－ （狓－犲）／犳 ］＋犵． （１６）

　　为了避免在对ＥＳＦ做有限元差分时放大噪声，

Ｔｚａｎｎｅｓ等
［６］提出了一种基于Ｆｅｒｍｉ函数的函数模

型用于对ＬＳＦ数据进行拟合。实验结果表明，３个

Ｆｅｒｉｍｉ函数的线性组合就能够提供足够的拟合

精度

犉ＬＳＦ（狓）＝犱＋∑
３

犻＝１

犪犻ｅｘｐ［（狓－犫犻）／犮犻］

｛ｅｘｐ［（狓－犫犻）／犮犻］＋１｝
２．

（１７）

　　为了能够将本文提出的函数模型与上述３种已

有的函数模型做个比较，设计并加工了一个双胶合

物镜。镜头的焦距为３８７．７ｍｍ，犉数为１５。镜头

的ＬＳＦ和 ＭＴＦ设计值可以直接由Ｚｅｍａｘ软件得

到，并作为衡量各种函数模型拟合精度的标准，本文

（包含所有图表）均用ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ加以表示。

分别使用上述４种函数模型对ＬＳＦ设计值进

行拟合，拟合结果如图１（ａ）所示。各种拟合结果彼

此之间差别不大，表明各种函数模型彼此之间性能

相近。ＬＳＦ的尾部拟合结果如图１（ｂ）所示。基于

Ｂｅｎｔｚｅｎ的函数模型的拟合结果与ＬＳＦ设计值的差

别最大，基于提出的函数模型的拟合结果与设计值

的差别最小。基于图１（ａ）中的各个函数模型的拟

合结果，分别计算得到了相应的 ＭＴＦ值，如图１（ｃ）

所示。为了能够清楚分辨各个 ＭＴＦ计算值和参考

值之间的微小差别，分别计算了两者之间的误差值，

如图１（ｄ）所示。误差值均落在－０．０３５～０．０２５之

间，并且会随着频率的变化而产生上下波动。在表

１中，分别计算了各个函数模型的误差的最大值，平

均值和均方根值。上述三种分析指标均表明，基于

Ｂｅｎｔｚｅｎ的函数模型的 ＭＴＦ计算结果与参考值相

差最大，基于本文提出的函数模型的 ＭＴＦ计算结

果与参考值相差最小，这与图１（ｂ）中显示的拟合结

果一致。实验结果表明，对ＬＳＦ数据的拟合精度越

高，相应的 ＭＴＦ的计算精度也越高。

６５４３
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图１ （ａ）不同函数模型对ＬＳＦ的拟合结果；（ｂ）尾部拟合结果；（ｃ）ＭＴＦ计算值；（ｄ）计算值与参考值之间的误差

Ｆｉｇ．１ （ａ）ＬＳＦｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓ；（ｂ）ｄｅｔａｉｌｓｏｆｔｈｅｔａｉｌｐｏｒｔｉｏｎ；（ｃ）ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＭＴＦ

ｅｓｔｉｍａｔｅｓ；（ｄ）ｅｒｒｏｒｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

表１ 计算值与参考值之间误差的最大值，

平均值和均方根值（ＲＭＳ）

Ｔａｂｌｅ１ Ｍａｘ，ｍｅａｎ，ＲＭＳｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ

ｅｓｔｉｍａｔｅｓａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

Ｍａｘｅｒｒｏｒ Ｍｅａｎｅｒｒｏｒ ＲＭＳｅｒｒｏｒ

Ｂｅｎｔｚｅｎ ０．０３２５ ０．００８５ ０．００９３

Ｙｉｎ ０．０１４１ ０．００７３ ０．００６４

Ｔｚａｎｎｅｓ ０．０１７９ ０．００６８ ０．００５９

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ０．００９４ ０．００４５ ０．００２７

　　噪声能够污染图片，降低成像质量，决定图像传

感器的灵敏度。数字图像中的噪声主要来源于图像

的获取和传输过程。影响传感器性能的诸多因素包

括图像获取时候的环境条件和传感器元件的自身特

性。例如，当使用ＣＣＤ相机采集图像时，光照度和

传感器温度是影响图像中噪声量的两个主要因素。

在光照不足或者温度较高的情况下，电子电路噪声

和传感器噪声服从高斯分布［１３］。高斯分布的概率

密度函数（ＰＤＦ）为

狆（狓）＝
１

２槡πσ
ｅｘｐ －

（狓－μ）
２

２σ［ ］２
， （１８）

式中μ为均值，σ为标准差。标准差σ可以用来作为

衡量高斯噪声大小的指标。高斯噪声是数字图像中

最常见的一类噪声。

为了比较各种函数模型在图像含有噪声时的性

能表现，在ＬＳＦ设计值中加入了均值为０，标准差为

０．０１（图像灰度最大值的１％）的高斯噪声，然后分

别使用上述四种函数模型对含有噪声的ＬＳＦ数据

进行拟合，拟合结果如图２（ａ）所示。ＬＳＦ的尾部拟

合结果如图２（ｂ）所示。由于噪声的影响，ＬＳＦ的尾

部不再平滑，存在明显的上下波动。基于图２（ａ）中

的各个函数模型的拟合结果，分别计算得到了相应

的 ＭＴＦ值，如图２（ｃ）所示。各个 ＭＴＦ计算值和

参考值之间的误差值如图２（ｄ）所示。在表２中，分

别计算了各个函数模型的误差的最大值，平均值和

均方 根 值。上 述 三 种 分 析 指 标 均 表 明，基 于

Ｂｅｎｔｚｅｎ的函数模型的 ＭＴＦ计算结果与参考值相

差最大，基于本文提出的函数模型的 ＭＴＦ计算结

果与参考值相差最小，这与未加入噪声前的计算结

果一致。

表２ 存在高斯噪声（μ＝０，σ＝０．０１）时，计算值与

参考值之间误差的最大值，平均值和均方根值

Ｔａｂｌｅ２ Ｍａｘ，ｍｅａｎ，ＲＭＳｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓ

ａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆＧａｕｓｓｉａｎ

ｎｏｉｓｅ（μ＝０，σ＝０．０１）

Ｍａｘｅｒｒｏｒ Ｍｅａｎｅｒｒｏｒ ＲＭＳｅｒｒｏｒ

Ｂｅｎｔｚｅｎ ０．０２５０ ０．００８８ ０．００９８

Ｙｉｎ ０．０１５６ ０．００７７ ０．００７１

Ｔｚａｎｎｅｓ ０．０１７０ ０．００７４ ０．００６７

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ０．０１３７ ０．００４６ ０．００３６
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图２ （ａ）存在高斯噪声（μ＝０，σ＝０．０１）时，不同函数模型对ＬＳＦ的拟合结果；（ｂ）尾部拟合结果；

（ｃ）ＭＴＦ计算值；（ｄ）计算值与参考值之间的误差

Ｆｉｇ．２ （ａ）ＬＳＦｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ（μ＝０，σ＝０．０１）；（ｂ）ｄｅｔａｉｌｓ

ｏｆｔｈｅｔａｉｌｐｏｒｔｉｏｎ；（ｃ）ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＭＴＦｅｓｔｉｍａｔｅｓ；（ｄ）ｅｒｒｏｒｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

　　为了继续深入分析和比较各种函数模型在图像

含有噪声时的性能表现，在ＬＳＦ设计值中加入了均

值为０，标准差为０．０２（图像灰度最大值的２％）的

高斯噪声，然后分别使用上述四种函数模型对含有

噪声的ＬＳＦ数据进行拟合。基于此拟合结果，可以

计算得到相应的 ＭＴＦ值及其与参考值之间的误差

值，如图３所示。在表３中，分别计算了各个函数模

型的误差的最大值，平均值和均方根值。

实验结果表明，无论在何种噪声条件下，基于

Ｂｅｎｔｚｅｎ的函数模型的 ＭＴＦ计算结果与参考值相

差最大；基于本文提出的函数模型的 ＭＴＦ计算结

果与参考值相差最小；基于Ｙｉｎ和Ｔｚａｎｎｅｓ的函数

模型的 ＭＴＦ计算结果相近，它们与参考值的误差

介于Ｂｅｎｔｚｅｎ和本文提出的函数模型之间。

表３ 存在高斯噪声（μ＝０，σ＝０．０２）时，计算值与

参考值之间误差的最大值，平均值和均方根值

Ｔａｂｌｅ３ Ｍａｘ，ｍｅａｎ，ＲＭＳｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓ

ａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆＧａｕｓｓｉａｎ

ｎｏｉｓｅ（μ＝０，σ＝０．０２）

Ｍａｘｅｒｒｏｒ Ｍｅａｎｅｒｒｏｒ ＲＭＳｅｒｒｏｒ

Ｂｅｎｔｚｅｎ ０．０７２６ ０．０１７２ ０．０２０５

Ｙｉｎ ０．０４４３ ０．０１４１ ０．０１２９

Ｔｚａｎｎｅｓ ０．０５５６ ０．０１４７ ０．０１５３

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ０．０３６２ ０．０１０１ ０．０１２４

图３ 存在高斯噪声（μ＝０，σ＝０．０２）时，计算值与

参考值之间的误差

Ｆｉｇ．３ Ｅｒｒｏｒｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

ｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ（μ＝０，σ＝０．０２）

　　３种不同噪声条件下，基于本文提出的函数模

型的 ＭＴＦ计算结果与参考值的误差如图４所示。

当噪声不太大（σ＝０．０１）时，误差值与无噪声时的

误差值相差不大，并随着频率的变化而产生平稳波

动。随着噪声的不断增加（σ＝０．０２），误差值也随之

增加，且在中、低频率处产生剧烈波动。

３．２　实验结果

一张遥感图被用作目标物体。图５（ａ）是由

ＣＣＤ相机获取得到的遥感图像。使用本文提出的

函数模型计算退化图像的 ＭＴＦ，并基于该计算值对

退化图像进行 ＭＴＦ补偿
［１４～１６］，实验证明能够有效

８５４３



１２期 李铁成等：　一种可用于调制传递函数计算的新型线扩展函数拟合模型

图４ 不同噪声条件下，基于本文函数模型的计算值与

参考值之间的误差

Ｆｉｇ．４ Ｅｒｒｏｒｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓｂａｓｅｄｏｎｏｕｒｍｏｄｅｌ

ａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

　　　　　　Ｇａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ

提高降质图像的质量。图５（ｂ）是基于ＭＴＦ计算值

的复原结果，与复原前相比，在细节（对应图像中高

频成分）表现上有了一定程度的提升。

图５ （ａ）由ＣＣＤ相机获取得到的遥感图像；

（ｂ）基于 ＭＴＦ计算值的复原结果

Ｆｉｇ．５ （ａ）ＲｅｍｏｔｅｓｅｎｓｉｎｇｉｍａｇｅａｃｑｕｉｒｅｄｆｒｏｍｔｈｅＣＣＤ

ｃａｍｅｒａ；（ｂ）ｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｂｌｕｒｒｅｄｒｅｍｏｔｅ

　　　　　　　ｓｅｎｓｉｎｇｉｍａｇｅ

４　结　　论

提出了一种新的函数模型用于对ＬＳＦ数据进

行拟合并最终得到系统的 ＭＴＦ。与前人的函数模

型不同，该函数模型是由标量衍射理论推导而出的。

不论在何种噪声条件下，基于该函数模型的 ＭＴＦ

计算结果总与参考值最为接近。实验结果表明，使

用该函数模型计算退化图像的调制传递函数，并将

其用于降质图像的复原，能够有效地提升降质图像

中的细节程度。结果证明了计算值的可靠性和用于

图像复原时的有效性。
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