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一般光束等效曲率半径的传输方程
季小玲

（四川师范大学物理学院，四川 成都６１００６８）

摘要　给出了一般光束等效曲率半径在湍流大气和自由空间中的传输方程，推导出等效曲率半径达到最小值时光

束的传输距离公式，解析地讨论了等效曲率半径的特性，并用数值计算例加以说明。研究表明，在自由空间中，一

般光束等效曲率半径的传输方程与理想高斯光束的相同，当传输距离足够远时一般光束的等效等相面可以看成球

面。但是，在湍流大气中，当传输距离足够远时一般光束的等效曲率半径仍然与光束参数有关，等效曲率半径随湍

流的增强而减小。
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１　引　　言

光束等相面的曲率半径是描述光束特性的重要

参数。但由于一般光束的等相面为非球面或非高斯

面，使得对光束等相面特性的研究遇到很大困难。

迄今为止，对此问题研究涉及甚少。１９９２ 年，

Ｍｉｇｕｅｌ等
［１］提出了采用球面拟合实际非球面和非

高斯等相面的方法，但未能给出拟合等相面曲率半

径的简单解析式。２００２年，Ｒｉｃｋｌｉｎ等
［２］利用互相干

函数给出了高斯 谢尔模型（ＧＳＭ）光束在湍流大气

中的曲率半径公式，但这种方法仅适用于只含高斯

项的光束。另一方面，激光在湍流大气中的传输是

一个有重要理论和实际应用的课题［３］，对此已进行

了许多研究。但研究工作大都限于湍流对光强分

布、光束扩展、光谱特性、偏振特性和相干特性等的

影响［４～１５］。本文采用等效曲率半径的概念［１６］，给出

了一般光束在湍流大气和自由空间中等效曲率半径

的传输方程，解析地讨论了等效曲率半径的特性，并

用数值计算例加以说明。

２　一般光束等效曲率半径的传输方程

及其讨论

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数是研究部分相干光的有利工

具，它可用交叉谱密度函数犠 表示为
［１７］

犺（ρ，θ，狕）＝

犽
２（ ）π

２

∫犠（ρ，ρｄ，狕）ｅｘｐ －犻犽θ·ρ（ ）ｄ ｄρｄ， （１）
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式中ρ＝ （ρ１＋ρ２）／２，ρｄ＝ρ１－ρ２，ρ１＝ （狓１，狔１），

ρ２ ＝ （狓２，狔２），θ＝ θ狓，θ（ ）狔 ，犽θ狓 和犽θ狔分别表示狓

和狔方向的波矢分量，波数犽＝２π／λ（λ为波长）。

三维光束的狀１＋狀２＋犿１＋犿２ 阶矩的 Ｗｉｇｎｅｒ

分布函数表示为［１７］

?狓狀１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔 ?＝

１

犘狓
狀
１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔犺（ρ，θ，狕）ｄρｄθ，

（２）

式中犘＝∫∫犺（ρ，θ，狕）ｄρｄθ为光束总能量。

假设光束束腰位于狕＝０平面处。根据 Ｗｉｇｎｅｒ

分布函数二阶矩定义，可以得到部分相干光通过湍

流大气传输其二阶矩?ρ
２?和?ρ·θ?的一般传输变换

公式为［１８］

?ρ
２?＝ ?ρ

２
０?＋?θ

２
０?狕

２
＋（４／３）犜狕

３， （３）

?ρ·θ?＝ ?θ
２
０?狕＋２犜狕

２， （４）

式中ρ＝（狓，狔），?ρ·θ?＝?狓θ狓?＋?狔θ狔?，?ρ
２
０?和

?θ
２
０?表示狕＝０平面处对应的二阶矩，并且

犜＝π
２

∫
∞

０

κ
３
Φ狀（κ）ｄκ， （５）

式中Φ狀（κ）为湍流介质的折射率起伏空间谱密度函数。

各二阶矩具有明确的物理意义。例如，?ρ
２?表

示束宽，?θ
２?表示角扩展，?ρ·θ?反比与光束等相面

曲率半径。根据文献［１６］，任意场的等效曲率半径

可以用二阶矩定义为

犚＝
?ρ
２?

?ρ·θ?
， （６）

将（３），（４）式代入（６）式得到一般光束在湍流大气中

等效曲率半径的传输方程为

犚＝
?ρ
２
０?＋?θ

２
０?狕

２
＋（４／３）犜狕

３

?θ
２
０?狕＋２犜狕

２ ． （７）

（７）式表明，一般光束的等效曲率半径由?ρ
２
０?，?θ

２
０?，

狕和犜 共同确定。

对（７）式讨论如下：

１）当犜＝０，（７）式简化为自由空间中的等效曲

率半径的传输方程，即

犚 ｆｒｅｅ＝狕Ｒ ｆｒｅｅ

狕Ｒ ｆｒｅｅ

狕
＋

狕
狕（ ）
Ｒ ｆｒｅｅ

， （８）

式中

狕Ｒ ｆｒｅｅ＝ ?ρ
２
０?／?θ

２
０槡 ?， （９）

为一般光束在自由空间中的瑞利长度［１６］。（８）式表

明，由（６）式定义的一般光束的等效曲率半径的传输

方程与理想高斯光束的相同。

２）当狕→∞时，（７）式简化为

犚∞ ＝ｌｉｍ
狕→∞
犚≈

?θ
２
０?

２犜
＋
２

３
狕． （１０）

（１０）式表明，犚∞正比于?θ
２
０?和狕，反比于犜。对于自

由空间情况，（１０）式失效，利用（８）式得到

犚∞ ｆｒｅｅ＝ｌｉｍ
狕→∞
犚 ｆｒｅｅ≈狕． （１１）

（１１）式表明，在自由空间中，当传输距离足够远时一

般光束的等效等相面可以看成球面，这一结论与光

束参数无关。但是，由（１０）式可知，湍流大气中犚∞

与光束参数有关，随着传输距离和湍流强度的继续

增大光束参数对犚∞的影响减弱。

３）对（７）式求一阶导数ｄ犚／ｄ犜 得到

ｄ犚
ｄ犜
＝－
２（３?ρ

２
０?＋?θ

２
０?狕

２）

３（?θ
２
０?＋２犜狕）

２ ． （１２）

显然，ｄ犚／ｄ犜＜０，即一般光束的等效曲率半径随湍

流的增强而减小。

４）对（７）式求一阶导数ｄ犚／ｄ狕，并令ｄ犚／ｄ狕＝０

得到

８

３
犜２狕４＋

８

３
?θ
２
０?犜狕

３
＋?θ

２
０?
２狕２－

４?ρ
２
０?犜狕－?ρ

２
０??θ

２
０?＝０． （１３）

方程（１３）是一个关于传输距离狕的四次方程，有四

个根，但其中只有一个是正的实数根，它即便是等效

曲率半径达到最小值时的传输距离狕ｍｉｎ

狕ｍｉｎ＝－
?θ
２
０?

４犜
＋
１

２
槡犆＋

１

４

１

槡犆

?θ
２
０?
３

２犜３
＋
１２?ρ

２
０?（ ）犜
－４［ ］犆

１／２

． （１４）

式中

犆＝
１

４
３

槡２犜
２

３?θ
２
０?
４

３

槡２犅
＋
１

６（ ）犅 ， （１５）

犅＝ 犃－ 犃２－５４
２?θ

２
０?槡（ ）１２

１／３， （１６）

犃＝５４（?θ
２
０?
３
＋２４?ρ

２
０?犜

２）２． （１７）

对于自由空间情况，（１４）式失效，利用（８）式得到自

由空间中等效曲率半径达到最小值时的传输距离为

狕ｍｉｎ ｆｒｅｅ＝ ?ρ
２
０?／?θ

２
０槡 ?． （１８）

３　数值计算例及其分析

部分相干厄米 高斯（ＨＧ）光束在狕＝０处的交

叉谱密度函数表示为

犠（ρ１，ρ２，狕＝０）＝

犙２犿犙
２
狀犎犿

槡２狓１
狑
［ ］２

０

犎犿
槡２狓２
狑
［ ］２

０

犎狀 槡
２狔１
狑
［ ］２

０

×

犎狀 槡
２狔２
狑
［ ］２

０

ｅｘｐ －
ρ
２
１＋ρ

２
２

狑２０
－
ρ１－ρ（ ）２

２

２σ［ ］２
０

，（１９）

式中狑０ 为对应高斯光束束腰宽度，σ０ 为在狕＝０处

６４８２
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光束的空间相干长度，犎犻（犻＝犿，狀）为犻阶厄米多项

式，并且

犙２犻 ＝
槡２

槡π２
犻狑０犻！

． （２０）

对于部分相干ＨＧ光束可以得到

?ρ
２
０?＝

１＋犿＋狀
２

狑２０， （２１）

?θ
２
０?＝

２

犽２狑２０
１＋犿＋狀＋

１

α（ ）２ ， （２２）

式中α＝σ０／狑０ 为光束的相干参数。

数值计算中若采用ｖｏｎＫáｒｍáｎ谱，即
［３］

Φ狀（κ）＝０．０３３犆
２
狀 κ

２
＋
１

α（ ）２
－１１／６

ｅｘｐ －
κ
２

κ
２（ ）
犿

，

（２３）

式中κ犿＝５．９２／犾０，犾０ 和犔０ 分别为湍流的内、外尺

度。犆２狀 是折射率结构常数，它表征湍流的强弱。当

湍流的内、外尺度取典型值犾０＝０．０１ｍ 和犔０＝

１０ｍ，并将（２３）式代入（５）式积分后得到 犜＝

７．０６７犆２狀。

图１，图２分别为部分相干 ＨＧ光束的等效曲

率半径犚随传输距离狕和等效曲率半径达到最小

值时的位置狕ｍｉｎ随折射率结构常数犆
２
狀 的变化曲线，计

算参数取为λ＝１．０６μｍ和狑０＝０．０２ｍ。从图１可看

出：随着传输距离狕的增加，在自由空间中不同参数光

束的等效曲率半径趋于相同（即犚∞相同），而在湍流大

气中犚∞与光束参数有关；湍流使得犚减小；不论在自

由空间还是在湍流大气中犚随狕变化的存在一个极小

值。图２（ａ）表明，对于犿＝狀＝０（ＧＳＭ光束）情况，当

光束相干参数α较小时狕ｍｉｎ几乎不随犆
２
狀 而变化，当α

较大时狕ｍｉｎ随着犆
２
狀 的增大而减小。由图２（ｂ）可知，当

光束阶数较高时狕ｍｉｎ也几乎不随犆
２
狀 而变化。

图１ 犚随狕变化曲线

Ｆｉｇ．１ Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犚ｖｅｒｓｕｓ狕

图２ 狕ｍｉｎ随犆
２
狀 变化曲线

Ｆｉｇ．２ Ｃｕｒｖｅｓｏｆ狕ｍｉｎｖｅｒｓｕｓ犆
２
狀

４　结　　论

本文给出了一般光束等效曲率半径犚 在湍流

大气和自由空间中的传输方程，推导出等效曲率半

径达到最小值时光束的传输距离狕ｍｉｎ，解析地讨论

了等效曲率半径的特性，并用数值计算例加以说明。

研究表明，在自由空间中，一般光束的等效曲率半径

的传输方程与理想高斯光束的相同，当传输距离足

够远时一般光束的等效等相面可以看成球面。但

是，在湍流大气中，当传输距离足够远时一般光束的

等效曲率半径仍然与光束参数有关，等效曲率半径

随湍流的增强而减小。对于部分相干 ＨＧ光束，

狕ｍｉｎ随湍流的增强而减小，但是当光束相干参数较小

和光束阶数较高时狕ｍｉｎ几乎不随湍流强度而变化。
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