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摘要　在经典力学框架内和偶极近似下，引入 Ｌｉｎｄｈａｒｄ势，把粒子运动方程转化为具有硬弹簧特性的达芬

（Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程，利用多尺度法分析了系统的主共振和超共振；讨论了粒子在共振线附近运动的非线性行为；导出了

系统的临界参数犪ｃ及满足系统稳定的条件。由于系统的临界条件与它的物理参数有关，只需这些参数适当，系统

的不稳定性就可以原则上避免，从而保证系统能够稳定地输出晶体摆动场辐射，为寻找Ｘ激光或γ激光提供进一

步理论分析。
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１　引　　言

自由电子激光器的发展方向之一就是如何获得

短波长、大功率的自由电子激光。但是，要用传统的

方法把自由电子激光推向更短的波长在技术上遇到

了严重挑战。２０世纪７０年代，前苏联科学家库马

霍夫［１］发现了沟道辐射；８０年代以来，人们预言了

可以把自发的沟道辐射改造为相干辐射，并提出了

各种可能的方案。比如，有人提出如果能在晶体中

产生一种稳定的驻波，则电子同驻波场相互作用，可

望得到一种相干辐射；还有人提出将晶体弯曲，并通

过沟道辐射在弯晶中的动力学衍射来获得相干光；

也有人设想，利用沟道辐射与超晶格多层薄膜结构

的动力学衍射来得到［２］。值得注意的是，２０世纪

９０年代末，以 Ａ．Ｖ．Ｋｏｒｏｌ为代表的堡科学家

们［３～７］提出了用声学方法使沟道平面周期弯曲，带

电粒子在周期弯曲的晶体中运动时，除了产生自发

的沟道辐射外，还将产生相干的摆动场辐射。事实

上，在晶体摆动场轨道曲率最大或最小处，摆动场辐
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射方向与束流方向平行，这一点同自由电子激光类

似，而且在轨道曲率相继最大或最小处附近产生的

光子基本是相干的，且频率比常规自由电子激光高

得多。近年来，Ａ．Ｖ．Ｋｏｒｏｌ研究小组就一直在试

图寻找这种新的光源。在线性近似下，对沟道辐射

和摆动场辐射进行了分析，明确指出利用周期弯曲

晶体来获得短波长激光是完全可能的、也是完全可

行的，并把注意力集中在实验的改进与技术的实现

上。至今，虽然还没有能在实验室成功获得Ｘ激光

或γ激光，但在人们寻找新光源的探索中，开辟了一

个全新的方向。

影响粒子运动稳定性的因素很多，比如晶体缺

陷、运动阻尼、辐射能损［８］、晶格热振动、电子多重散

射和系统非线性等。为此，要求选择的晶体应尽量

完整，把缺陷的影响减至最小。即使这样，由于其他

因素的影响，沟道粒子还可能跑到沟道外面，这个效

应称为退道效应。而退道效应正是摆动场辐射的一

大杀手，也是同自由电子激光器的重大差别之一。

这就是说，自由电子激光器原则上可以做得很长，而

周期弯曲的晶体摆动器的长度却受到退道效应的限

制。本文进一步考虑运动阻尼和非线性的影响。在

经典力学框架内和偶极近似下［９］，把粒子的运动方

程化为了具有硬弹簧特性的达芬（Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程，利

用多尺度法分析了系统的主共振和超共振；讨论了

粒子在共振线附近运动的非线性行为；导出了系统

的临界参数。

２　运动方程与晶体摆动场辐射

用声学方法将晶体周期弯曲，可望得到短波长

的Ｘ激光或γ激光。假设已经用声振动方法获得

了这样的系统。整个实验装置由两部分组成，一部

分是周期弯曲晶体，另一部分是高能粒子加速器。

晶体的周期性，被沟道俘获的粒子在周期晶格场中

运动将产生沟道辐射；晶体周期弯曲还将产生另外

一种频率较低的辐射，因为这种辐射同自由电子激

光摆动场辐射类似，即所谓晶体摆动场辐射。

设狓狕平面是直沟道（未弯曲）情况下系统的横截

面，相邻晶面间距为犱，粒子运动方向为狕。选择沟道

中心为坐标原点，过原点作一平面与晶面平行，这个

平面就是沟道中心平面（如图１所示）。在直角坐标系

中，狓轴垂直中心平面向上，狔轴和狕轴位于中心平面

内，且狕轴沿着束流方向，狔轴与晶面平行（图中未画

出）。严格说来，沟道粒子的运动问题是一个三维问

题，考虑到晶体的平移对称性，坐标狔将不出现；如果

粒子在狓方向的能量不是太大（即可以略去晶格热振

动和电子多重散射的影响），则粒子在狕方向的运动

可以看作是守恒的，这时粒子的行为完全由狓方向的

运动决定，从而把三维问题化为一维问题。

如果用声学方法将晶体做

狓（狕）＝犪ｓｉｎ（２π狕／λｕ）， （１）

弯曲（如图１所示），则晶面和沟道中心平面均按同

样形式弯曲。式中犪为“振幅”，λｕ 为周期变化的晶

体摆动场“波长”。图中两组黑点表示晶体周期弯曲

后相邻两个晶面呈周期变化的格点排列。注意到粒

子沿狕方向运动时，在晶格场作用下将在狓方向做

横向振动，在晶格场中做这种运动的带电粒子将不

断向外辐射能量，这种辐射即所谓的沟道辐射；同

时，由于周期弯曲，粒子还将产生晶体摆动场辐射。

图１ 周期弯曲晶体及晶体摆动场辐射与沟道辐射示意图［３］

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｐｅｒｉｏｔｉｃａｌｌｙｂｅｎｔｃｒｙｓｔａｌａｎｄｔｈｅｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅｕｎｄｕｌａｔｏｒｒａｄｉａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｃｈａｎｎｅｌｉｎｇｒａｄｉａｔｉｏｎｓｃｈｅｍａｔｉｃａｌｌｙ
［３］

　　在偶极近似下，粒子的横向运动可以用经典方

法来描述。在弯晶沟道中运动的粒子，除了受到晶

格场作用外，还要受到阻尼力和晶体弯曲产生的离

心力作用。根据牛顿第二定律，粒子运动方程可以

表示为

犿
ｄ２狓

ｄ狋２
＋２犿μ０

ｄ狓
ｄ狋
＋
ｄ

ｄ狓
犞（狓）＝狆狏κ（狕）， （２）

式中犞（狓）为粒子晶体相互作用势；狆为粒子动

１８１
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量；狏为粒子速度，在超相对论情况下有狏≈犮；μ０为

阻尼系数，物理意义由文献［１０］给出；犿＝犿０γ，犿０

为粒子静止质量，γ为相对论因子。而弯晶曲率为

κ（狕）＝κ０ｓｉｎ
２π

λ（ ）
ｕ

狕， （３）

由（１）式的二阶导数给出，式中κ０＝Ω
２
ｕ犪，而狕≈犮狋。

３　Ｌｉｎｄｈａｒｄ势与非线性Ｄｕｆｆｉｎｇ方程

一般说来，相互作用势犞（狓）可以取不同形式

（比如 Ｌｉｎｄｈａｒｄ势，Ｍｏｌｉｅｒｅ势和正弦平方势等）。

Ａ．Ｌ．Ｋｏｒｏｌ等采用了Ｌｉｎｄｈａｒｄ势，并在线性近似

下分析了系统的稳定性，明确指出利用周期弯曲晶

体来获得短波长激光是完全可能的、也是完全可行

的。从Ｌｉｎｄｈａｒｄ势出发，进一步讨论系统的运动阻

尼和非线性行为。

２０世纪６０年代，Ｌｉｎｄｈａｒｄ导出了具有如下形

式的粒子 晶体相互作用势

犞（犡）＝犓１犠（犡）＝

犓１［（１＋犡）
２
＋犇］

１／２
＋［（１－犡）

２
＋犇］

１／２
－２，

（４）

式中

犡＝２狓／犱，　Κ１ ＝π犣１犣２犲
２犖犱２，

犇＝４犮
２犪２／犱２，　犮≈槡３， （５）

而犱为相邻晶面间距，犪为托马斯费米屏蔽距离，

犣１ 和犣２ 为入射粒子和晶体的原子序数，犲为电子电

荷，犖犱２ 为晶体原子面密度。

将（４）式代入（２）式，可以看出（２）式是一个复杂

的二阶非线性微分方程，不存在严格的解析解。将

（４）式在原点附近展开，并取到四次项。由于（４）式

的偶对称性，在展开式中不会出现奇次项，可将（４）

式具体表示为

犞（狓）＝犓１［犪０＋犪１犡
２
＋犪２犡

４
＋犗（ε

６）］，（６）

式中ε为小量，犗（ε
６）表示与ε

６ 同阶的小量，而

犪０ ＝２［（１＋犇）
１／２
－１］，

犪１ ＝
犇

（１＋犇）
３／２
，犪２ ＝

犇（４－犇）

４（１＋犱）
７／２
， （７）

将（６）式代入（２）式，并令

ξ＝２π狓／犱，　τ＝δ
１／２狋，　δ＝

８犪１犓１
犿犱２

， （８）

μ＝μ０／δ
１／２，　Ω＝

π
２
＋
２π犮

δ
１／２
λｕ
， （９）

略去与ε
６ 同阶的小量，（２）式可化为如下形式的

Ｄｕｆｆｉｎｇ方程

ｄ２ξ
ｄτ
２＋ω

２
０ξ＝－２μ

ｄξ
ｄτ
－αξ

３
＋犓ｃｏｓΩτ， （１０）

式中

ω０ ＝１，犓 ＝
２π狆狏κ０
犿０γ犱δ

， （１１）

（１０）式是一个具有硬弹簧特性的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程。下

面用摄动法求出系统的近似解，并讨论系统的稳定

性，特别是在共振超共振附近粒子的运动行为。

４　系统的稳定性

４．１　主共振（Ω≈ω０ ＝１）

为了表示（１０）式中各项的大小，再次引入小

参数ε。如果（１０）式中的受迫项大小为犗（ε）量级时，

系统将存在Ω＝ω０＝１的主共振。为此，假设（１０）式

中的２μ
ｄξ
ｄτ
，αξ

３和犓ｃｏｓΩτ项的大小是犗（ε）数量级，

其他项是犗（１）数量级，则形式上可将（１０）式改写为

ｄ２ξ
ｄ２τ
＋ω

２
０ξ＝－２εμ

ｄξ
ｄτ
－εαξ

３
＋ε犓ｃｏｓΩτ，（１２）

（式中ε只表示该项大小，只需在结果中令ε＝１即

可回到原来状态）。

４．１．１　摄动解

引入解谐因子σ来描写粒子离开共振线的程

度。于是Ω可表示为Ω ＝ω０＋εσ，式中σ＝犗（１），

而Ωτ＝ω０犜０＋σ犜１。利用多重尺度法
［１１］，可以把

（１０）式的解表示为

ξ＝犪ｃｏｓ（ω０τ＋σ犜１－γ）＋犗（ε）， （１３）

式中犪和γ由方程

犪′＝μ犪＋
１

２

犓

ω０
ｓｉｎγ，

犪γ′＝σ犪－
３

８
α
ω０
犪３＋

１

２

犓

ω０
ｃｏｓγ，

（１４）

给出。从（１２）式，（１３）式和（１４）式可以看出，求二阶

微分（１２）式的问题转化为求两个一阶微分方程（１４）

的问题。但是，由于方程（１４）的右边既是犪的函数，

又是γ的函数，要把它积分到最终形式仍然是很困

难的。不过，根据庞加菜（Ｐｏｉｎｃａｒ）定理，不积分方

程（１４）也可得到若干重要结果．比如，它的静态

（犪′＝γ′＝０）解就十分重要。

４．１．２　静态解

当犪′＝γ′＝０时，（１４）式化为

μ犪＝
１

２

犓

ω０
ｓｉｎγ， （１５）

σ犪－
３

８
α
ω０
犪３ ＝－

１

２

犓

ω０
ｃｏｓγ， （１６）

于是静态解可表示为

ξ＝犪ｃｏｓ（Ωτ－γ）＋犗（ε）， （１７）

２８１



１期 王善进等：　Ｌｉｎｄｈａｒｄ势与弯晶摆动场辐射的动力学稳定性

式中犪和γ由（１４）式给出。由（１４）式可得系统的非

线性频率响应曲线（共振曲线）：

σ＝
３

８
α
ω０
犪２±

犓２

４ω
２
０犪
２－μ（ ）２

１／２

． （１８）

　　数值分析表明，共振曲线向右弯曲；同时，当频

率从大到小或从小到大变化时，系统出现跳跃现象，

如图２所示。图中纵坐标是无量纲振幅，横坐标是

无量纲的解谐因子。

图２ 系统的非线性频率响应曲线

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｏｒｔｈｅ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ

４．１．３　稳定性

为了讨论静态解的稳定性，令

犪＝犪０＋犪１，γ＝γ０＋γ１， （１９）

式中犪０ 和γ０ 是系统的静态解，满足（１５）式和（１６）

式，而犪１和γ１是离开静态解的任意小量。把（１９）式

代入（１４）式，按小量犪１和γ１展开，保留线性项可得

犪′１＝－μ犪１＋
犓
２ω０
ｃｏｓγ（ ）０ γ１，

γ′１＝－
３α犪０
４ω０

＋
犓

２ω０犪
２
０

ｃｏｓγ（ ）０ 犪１－ 犓
２ω０犪０

ｓｉｎγ（ ）０ γ１．
（２０）

系统的稳定性与下列本征方程的本征值有关：

λ
２
＋２μλ＋Γ＝０， （２１）

式中

Γ＝ σ－
３α犪

３
０

８ω（ ）
０

σ－
９α犪

２
０

８ω（ ）
０
＋μ

２， （２２）

当Γ＞０时系统是稳定的；当Γ＜０时系统是不稳定

的；当Γ＝０时系统处于临界状态。

４．２　超共振（Ω１≈
１

３
ω０）

如果（１０）式中的受迫项不是小量，而是犗（１）量

级时，系统将存在超共振Ω＝
１

３
ω０和子共振Ω＝３ω０。

只讨论超共振。

注意到（１０）式中的犓＝犗（１），利用类似的方法

可以导出超共振的一阶近似解

ξ＝犪ｃｏｓ３（Ωτ－γ［ ］）＋
犓

ω
２
０－Ω

２ｃｏｓΩτ＋犗（ε），

（２３）

相应的频率响应曲线由方程

σ＝α
３Λ

２

ω
２
０

＋
３犪２

８ω（ ）
０
±
α
２
Λ
６

ω
２
０犪
２－μ（ ）２

１／２

， （２４）

给出，式中

Λ＝
犓
２
（ω
２
０－Ω

２）－１， （２５）

而系统的临界参数则可表示为

犓ｃ＝
２

槡３
（ω
２
０－Ω

２）σω０
α
－
９犪２０（ ）１６

１／２

， （２６）

上式表明，系统的临界值与它的参数有关。

５　讨　　论

５．１　辐射频率

沟道辐射频率由公式［１２～１７］

ωｃ≈２γ
２
Ω， （２７）

给出，式中Ω是实验室坐标中的粒子振动频率，而摆

动场辐射频率可以表示为

ωｕ≈４γ
２
Ωｕ／（２＋狆

２）， （２８）

式中

狆＝２πγ犪／λ （２９）

是摆动场参数，犪是摆动场振幅，而Ωｕ ≈２π犮／λ是摆

动场“频率”。通常情况下，沟道辐射频率ωｃωｕ，系

统不会出现主共振，当然，也不会出现子共振，但超共

振是有可能出现的，一旦出现系统就不稳定。下面对

这一共振进行讨论。

从（２６）式可以看出，仅当参数小于临界值时，系

统才是稳定的。由（１１）式和（３）式，并注意到κ０ ＝

Ω
２
ｕ犪，可导出系统的临界条件为

犪ｃ＝
犿０γ犱δΩ

２
ｕ

４π犈
犓ｃ， （３０）

式中犈＝犿狏
２／２是粒子能量，犓ｃ由（２６）式给出。当

犪ｃ＜
犿０γ犱δΩ

２
ｕ

４π犈
犓ｃ系统是稳定的，当犪ｃ＞

犿０γ犱δΩ
２
ｕ

４π犈
犓ｃ

时，系统是不稳定的。这就是说，当摆动场振幅犪太大

时，系统就可能不稳定。

５．２　可能方案

注意到自由电子激光器的发展方向之一是如何

获得短波长、大功率的自由电子激光。但是，要用传

统的方法把自由电子激光推向更短的波长在技术上

遇到了严重挑战。如果能将自由电子激光器同晶体

摆动场辐射的理念相结合，可望获得新的短波长激

光光源。假设已经用声振动方法获得了这样的系

３８１
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统。整个实验装置由两部分组成，一部分是周期弯

曲晶体，另一部分是高能粒子加速器。由于晶体的

周期性，被沟道俘获的粒子在周期晶格场中运动将

产生沟道辐射（ＣＲ）；由于晶体周期弯曲还将产生另

外一种频率较低晶体摆动场辐射（ＣＵＲ）。但是，不

管是沟道辐射还是晶体摆动场辐射都是自发辐射，

如何将它们改造为相干辐射是寻找短波长激光光源

的关键之一。Ａ．Ｖ．Ｋｏｌｏｒ等指出将晶体弯曲（常

曲率弯晶和周期弯曲），并通过自发的沟道辐射或晶

体摆动场辐射在弯晶中的动力学衍射来获得相干

光。下面就以参数Ｘ射线辐射（ＰＸＲ）为例来说明

如何把自发的ＰＸＲ改造为相干的ＰＸＲ。注意到我

们关心的ＰＸＲ实际上就是Ｘ波段的沟道辐射或晶

体摆动场辐射，而ＰＸＲ在弯晶中的反射、折射、聚焦

或衍射等行为实际上就是ＣＵＲ或ＣＲ在弯晶中的

类似行为。文献［１９］对此作过详细讨论，这里，只做

简要描述。

将一板状晶体做圆柱形弯曲［见文献［１８］的图

１（ａ）］。设曲率半径为犚，对称轴为犳，并假设带电

粒子在倒格矢犵标记的沟道中运动。如果倒格矢犵１

与粒子轨迹成４５°角，当ＰＸＲ同犵１描述的这一族晶

面相互作用时，将被这一族晶面反射，并沿着半径聚

焦到犳轴上的点犉１ 和犉２［见文献［１８］的图１（ｂ）］。

如果能够将它收集，就可获得聚焦的ＰＸＲ源。如果

用倒格矢犵３ 表示另一族与粒子运动轨迹垂直的晶

面（沿径向），当ＰＸＲ与这一族晶面相互作用时，将

被这一族晶面垂直反射，并沿着粒子运动相反的方

向传播。当ＰＸＲ的频率（或ＣＵＲ，ＣＲ中的某一频

率）ω＝ωＢ，且符合布拉格衍射条件时，将被另一族

晶面（比如用倒格矢犵２表示的晶面）衍射，并沿半径

聚焦到犳轴上的点犉３［见文献［１８］的图１（ｂ）］。如

果能够将它收集，就可获得聚焦的衍射ＰＸＲ源，当

然，也就可望获得聚焦的衍射ＣＵＲ光源或ＣＲ光

源。由于这种光源具有相干性，可望成为新的短波

长激光光源。

６　结　　论

本文进一步考虑了运动阻尼和非线性的影响。

在经典力学框架内和偶极近似下，把粒子的运动方

程化为了具有阻尼项和受迫项的Ｄｕｆｆｉｎｇ摆方程。

利用多尺度法分析了系统的主共振和超共振；分析

了粒子在共振线附近运动的非线性行为；导出了系

统的临界参数，讨论了系统的临界性质。结果表明，

系统的临界条件与它的物理参数有关，适当调节这

些参数，系统的不稳定性就可以原则上避免，从而提

高系统稳定输出晶体摆动场辐射的可能性，为寻找

Ｘ激光或γ激光提供进一步理论分析。
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