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子孔径拼接精度分析及奇异值分解方法的应用
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摘要　对影响拼接精度的若干误差源建立了数学模型并进行仿真分析，得出对精度影响最主要的误差为干涉仪测

量误差；通过分析此误差源对拼接计算精度的影响方式。引入了奇异值分解（ＳＶＤ）的方法处理计算中的病态方程

问题以降低该误差源的影响，同时为说明该算法的有效性，与使用正交三角分解（ＱＲ）分解方法计算的精度进行对

比。结果表明，ＳＶＤ方法能够有效地提高子孔径拼接计算精度，降低了子孔径拼接对高精度检测设备的依赖。
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１　引　　言

随着科学技术的不断发展，超大口径光学系统

在天文光学、空间光学、地基空间目标探测与识别惯

性约束聚变等高技术领域将得到越来越广泛的应

用。超大口径成为光学系统发展的一个重要方向。

在大口径光学系统检测中，常依赖高精度、大口

径的自准直镜。在进行超大口径系统的检测时，相

同口径高精度平面镜的制造成本很高。当检测口径

大到一定程度时，用常规方法便无法进行有效检测。

在这种情况下，为节省成本、提高检测精度和效率，

子孔径拼接干涉检测技术应运而生，将是超大口径

检测技术的主要发展方向之一。

２　检测原理

子孔径拼接干涉检测技术的基本原理［１］为使用

小口径的高精度干涉仪和自准直镜，每次检测光学

系统整个口径的一部分，即子孔径。各个子孔径有

一定量的相互重叠部分，根据重叠区域的数据特征，

计算得到各个子孔径的相对位置误差，从而将所有

子孔径统一到同一参考面上，完成拼接，得到全口径

的波面信息。

以两个子孔径为例说明原理。如图１所示，犠１

和犠２ 分别为两个子孔径检测到的波前相位数据。

每次检测都可得到１组唯一的位移及倾斜量参数。

于是有

犠１（狓，狔）＝犜狓１狓＋犜狔１狔＋犇１（狓
２
＋狔

２）＋

犘１＋犠０１（狓，狔）， （１）

犠２（狓，狔）＝犜狓２狓＋犜狔２狔＋犇２（狓
２
＋狔

２）＋

犘２＋犠０２（狓，狔）， （２）

式中犘为轴向位移量，犜狓 表示狓方向的倾斜量，犜狔

表示狔方向的倾斜量，犠０１（狓，狔）和犠０２（狓，狔）为子

孔径的理想波面；犠１（狓，狔）和犠１（狓，狔）分别表示经
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两个子孔径测量得到的实际波面。

在两孔径重叠区域采样，对于采样点（狓犻，狔犻），

计算得

Δ犠 ＝犠１－犠２ ＝Δ犜狓狓犻＋Δ犜狔狔犻＋

Δ犇（狓
２
犻 ＋狔

２
犻）＋Δ犘， （３）

式中

Δ犜狓 ＝犜狓１－犜狓２， Δ犜狔 ＝犜狔１－犜狔２，

Δ犇＝犇１－犇２， Δ犘＝犘１－犘２．

令犚＝ ［Δ犜狓Δ犜狔Δ犇Δ犘］
犜，称之为拼接因子，犚可

以通过以下方程组来进行求解

图１ 两子孔径拼接示意图
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（４）式可表示为犃犚＝犫。

在解得拼接因子犚 后，对子孔径进行修正，则

得到统一到同一参考面上的波面，从而完成拼接。

３　精度分析

建立一个３ｍ口径的ＲＣ光学仿真系统，用于采

集子孔径波面数据。在该仿真系统中，对子孔径的倾

斜量可进行调整，用于模拟实际检测中子孔径不共面

的误差。为分析各个误差源对拼接精度的影响，利用

采集到的子孔径波面数据进行两孔径仿真拼接，并对

以下几个主要误差源进行仿真计算：重叠系数［２］引入

的误差、子孔径相对倾斜量引入的误差、自准直镜调

整机构误差、干涉仪的测量误差。

图２ 重叠系数对拼接精度的影响

Ｆｉｇ．２Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｏｖｅｒｌａｐｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｔｏｓｔｉｔｃｈｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙ

３．１　重叠系数引入的误差

重叠系数用于描述两孔径重叠量，定义为两孔

径在圆心方向上的重叠长度，用犔＝犱／狉表示，其中

犱为两孔径重叠部分在两圆心连线上的长度，狉为子

孔径半径。

通过设置不同的重叠系数，得到计算精度如

图２所示。

重叠系数决定采样点的数量及分布方式，由图２

可知，拼接计算精度将随重叠系数的增加而提高。在

实际拼接检测中，重叠系数还将影响子孔径布局。

３．２　子孔径相对倾斜引入的误差

对仿真系统中的自准直镜进行垂直于光轴的旋

转，在不同相对倾斜情况下计算拼接精度，如表１

所示。

表１ 子孔径相对倾斜对计算精度的影响

Ｔａｂｌｅ１ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｔｉｌｔｔｏｓｔｉｔｃｈｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙ

狓ｔｉｌｔ／［ｒａｄ／（″）］ 犢ｔｉｌｔ／［ｒａｄ／（″）］
Ｓｔｉｔｃｈｉｎｇ

ａｃｃｕｒａｃｙ／λ

０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ ０．００２０

０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ０．００３９

０．０００９６９６／２００ －０．０００９６９６／－２００ ０．００７４

０．００１９３９／４００ －０．００１９３９／－４００ ０．０１０７

　　从表１可以看出，拼接计算精度随子孔径相对倾

斜量的增大而明显降低，因此在检测中需要保证各个

子孔径的相对倾斜量始终保持在一个小范围内，即需

要调整机构保证各个子孔径有较好的共面性。

３．３　测量误差对拼接精度的影响

对于多孔径同时拼接的目标函数犃犚＝犫
［３］，经

计算分析可知，矩阵犃常处于病态，即使在求解过

程中保证了精确求解，也无法消除犃，犫本身的微小

扰动给方程的解带来的影响。而犃矩阵和犫向量

由测量得到，在测量过程中，误差是不可避免的。下

８４２
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面分析犃，犫的误差对方程求解的影响。

犃，犫的误差主要由自准直镜调整机构的定位误

差和干涉仪的测量误差引起。其中调整机构定位误

差，是由调整机构在狓狅狔平面内定位不精确引起的，

同时影响犃，犫二者的值。给采样点（狓，狔）加入一个微

小的扰动量（狓′，狔′）来模拟此定位误差。该误差可用

狓′＝犾×ｒａｎｄｎ［ｓｉｚｅ（狓）］，狔′＝犾×ｒａｎｄｎ［ｓｉｚｅ（狔）］来表

示，其中犾称为调整机构定位误差水平。

干涉仪的测量误差是由干涉仪分辨能力决定

的，从而导致波面测量不精确，主要影响犫的值，可

给Δ狑加上一个扰动量Δ狑′＝狉×ｒａｎｄｎ［ｓｉｚｅ（Δ狑）］

用于模拟干涉仪的测量误差，其中狉称为干涉仪测

量误差水平。

下面计算不同倾斜量时，在不同定位误差水平

和测量误差水平条件下的拼接精度。各进行了１００

次拼接计算，结果如表２和表３所示。

表２ 定位误差对拼接精度的影响

Ｔａｂｌｅ２ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｔｏｓｔｉｔｃｈｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙ

Ｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒ犾／（１０６ｍ）

狓ｔｉｌｔｏｆ

Ｏ２／［ｒａｄ／（″）］

狔ｔｉｌｔｏｆ

Ｏ２／［ｒａｄ／（″）］

Ａｖｅｒａｇｅ

ａｃｃｕｒａｃｙ／（１０
－４
λ）

犘犞

ａｃｃｕｒａｃｙ／（１０
－８
λ）

Ａｃｃｕｒａｃｙｗｉｔｈｎｏ

ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ／（１０－４λ）

１ ０．００００１９３９／４ －０．００００１９３９／－４ １．３６４０ ０．０４５３２ １．３６４０

２ ０．５ ０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ １７．００００ ０．５９４５ １７．００００

３ ０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ３４．００００ １．０３１４ ３４．００００

４ ０．００００１９３９／４ －０．００００１９３９／－４ １．３６４０ ０．０９１５８２ １．３６４０

５ １ ０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ １７．００００ ０．１３０１６ １７．００００

６ ０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ３４．００００ ２．１６８０ ３４．００００

７ ０．００００１９３９／４ －０．００００１９３９／－４ １．３６４０ １．２０９３ １．３６４０

８ １０ ０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ １７．００００ １２．６３５ １７．００００

９ ０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ３４．００００ １６．６６０ ３４．００００

表３ 干涉仪误差对拼接精度的影响

Ｔａｂｌｅ３ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｅｒｅｒｒｏｒｔｏｓｔｉｔｃｈｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙ

Ｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒ狉／λ

狓ｔｉｌｔｏｆ

Ｏ２／［ｒａｄ／（″）］

狔ｔｉｌｔｏｆ

Ｏ２／［ｒａｄ／（″）］

Ａｖｅｒａｇｅ

ａｃｃｕｒａｃｙ／（１０
－４
λ）

犘犞

ａｃｃｕｒａｃｙ／λ

Ａｃｃｕｒａｃｙｗｉｔｈｎｏ

ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ／（１０－４λ）

１ ０．００００１９３９／１０ －０．００００１９３９／－１０ ４．０７９９ ０．００１２ ３．４３２３

２ ０．００１ ０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ １７．００００ ０．００１８ １７．００００

３ ０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ３３．００００ ０．００１６ ３４．００００

４ ０．００００１９３９／１０ －０．００００１９３９／－１０ ６．８８７７ ０．００２３ ３．４３２３

５ ０．００２ ０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ １７．００００ ０．００３８ １７．００００

６ ０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ３５．００００ ０．００２９ ３４．００００

７ ０．００００１９３９／１０ －０．００００１９３９／－１０ １６．００００ ０．００５２ ３．４３２３

８ ０．００５ ０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ ２０．００００ ０．００５９ １７．００００

９ ０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ３６．００００ ０．００８１ ３４．００００

１０ ０．００００１９３９／１０ －０．００００１９３９／－１０ ３１．００００ ０．００９９ ３．４３２３

１１ ０．０１０ ０．０００２４２４／５０ －０．０００２４２４／－５０ ３０．００００ ０．０１２５ １７．００００

１２ ０．０００４８４８／１００ －０．０００４８４８／－１００ ４１．００００ ０．０１１３ ３４．００００

　　结果表明，定位误差和干涉仪的测量误差使病

态方程组的解产生了较大的波动，从而影响计算精

度。由于目前定位机构能够达到较高的精度，表２

主要分析了０．５μｍ，１μｍ，１０μｍ３个误差水平下

的情况，计算结果表明在高精度定位条件下，该误差

对拼接计算精度影响很小，可以忽略。表３中，干

涉仪测量误差水平分别设置为０．００１λ，０．００２λ，

０．００５λ，０．０１λ，计算结果表明，在目前干涉仪精度条

件下，该误差对计算精度的影响较大，是计算中必须

要重点考虑的因素。

３．４　小结

对４个主要误差源进行了建模分析，说明影响

计算精度的误差源依次为干涉仪测量误差、重叠系

数、子孔径相对倾斜量、定位误差及其他。在实际检

测中，当子孔径布局确定后，重叠系数也因此确定，

干涉仪的测量误差将是对拼接计算精度影响最明显

的误差源。在高精度拼接检测中，需要对此误差进

行重点处理。

４　ＳＶＤ分解法用于拼接计算

４．１　犛犞犇分解法

对于病态或超病态线性方程组犃狓＝犫，当犃发

生列亏损的时候，最多能够得到方程组最小二乘意

义下的最优解或最小范数解。处理这种方程组目前

９４２
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最好的方法就是ＳＶＤ方法
［４～６］。

矩阵的奇异值就是如下定理所指的事实：

定理　若矩阵犃∈犚
犿×狀，则存在列正交矩阵

犝＝［狌１狌２…狌狀］∈犚
犿×狀及犞＝［狏１狏２…狏狀］∈犚

犿×狀，

使得

犝Ｔ犃犞＝ｄｉａｇ（σ１σ２ …σ犿）≡犛， （５）

即 犃＝犝犛犞
Ｔ， （６）

其中σ１≥σ２≥…≥σ狆（狆＝ｍｉｎ｛犿，狀｝）。σ犻称为矩

阵犃的奇异值，狌犻，狏犻依次称为相应于奇异值σ犻的左

右奇异向量，且满足犃狏犻 ＝σ犻狌犻，犃
Ｔ狌犻 ＝σ犻狏犻（犻＝１，

２，…，狆），表达式犃＝犝犛犞
Ｔ 便称为犃的奇异值分

解式。

ＳＶＤ方法最有价值的地方在于其能够在接近

秩亏损的情况下，舍入误差和模糊数据使秩的确定

成为一个困难的问题时，允许考虑近似秩亏损的概

念。

４．２　广义逆及广义最小二乘解

矩阵犃∈犚
犿×狀，则犃 可以进行奇异值分解为

犃＝犝犛犞Ｔ。犃的广义逆可表示为

犃＋＝犞狉犛
－１
狉犝

Ｔ
狉， （７）

式中犛－１狉 ＝ｄｉａｇ（σ
－１
１ σ

－１
２ …σ

－１
狉 ），狉为犃 的秩。

σ犻过小时，σ
－１
犻 会远远大于其他一些奇异值的倒

数，使其他奇异值被掩盖，从而放大了犃或犫阵中的

测量误差。因此在对犃进行ＳＶＤ分解后，需要根据

实际情况，选取合适的阈值（ｔｏｌ），对σ犻 过小的奇异

值进行舍弃。然后使用广义逆求解拼接因子犚，即

犚＝犃
＋犫。

４．３　仿真拼接计算

为验证ＳＶＤ算法在提高拼接精度方面的有效

性，利用仿真系统进行多子孔径同时拼接。在保证

重叠系数犔≥０．６２５
［１］条件下，计算得到共需使用

４９个子孔径，其布局如图３所示。同时对全口径进

行波面采样作为参考数据，拼接计算得到的波面与

全口径采样得到的波面均方根（ＲＭＳ）之差定义为

全口径拼接计算精度。

图３ 仿真拼接计算中子孔径布局图

Ｆｉｇ．３ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｕｂａｐｅｒｔｕｒｅｓｉｎｓｉｍｕｌａｔｅｄｓｔｉｔｃｈｉｎｇ

对全口径拼接目标函数进行分析得到ｃｏｎｄ（犃）

＝４．７７５５×１０５，犃阵严重病态，共有１９２个奇异值，

最大为５７９４．１，最小为０．０１２１３３。由于ＳＶＤ算法

需要选取合适的奇异值阈值，下面就不同阈值时的

拼接精度进行计算分析。

同时为了对比该算法的有效性，也使用正交三

角（ＱＲ）分解算法进行计算作为参照。结果如表４

～表９所示（各自进行了１００次计算，完成对１００次

计算结果的统计）。

各表中为模拟各子孔径的随机相对倾斜误差，

生成了若干组相对倾斜量。这些倾斜量服从 犖～

（０，狇），其中狇称为倾斜噪声，水平分别设置５″，１０″，

５０″，１００″４组。表中倾斜量的量纲为角秒；狉量纲为

波长。

１）ＳＶＤ算法

表４ 精度均值（阈值狀ｔｏｌ＝０．５，舍去５０个奇异值）

Ｔａｂｌｅ４ Ａｖｅｒａｇｅａｃｃｕｒａｃｙ（狀ｔｏｌ＝０．５，ａｎｄ５０ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｎｕｍｂｅｒｓａｒｅａｂａｎｄｏｎｅｄ）

狉

狇
０．００１ ０．００２ ０．００５ ０．０１ ０．０２ ０．０５

５ ０．０００６５６ ０．０００６９７ ０．００１３６２ ０．００２７４３ ０．００５１５６ ０．０１１５９７

１０ ０．０００５９７ ０．０００６２７ ０．００１４２６ ０．００２５９４ ０．００４２２１ ０．０１２００５

５０ ０．００１５７９ ０．００１５６３ ０．００１７４４ ０．００２９０６ ０．００５５９２ ０．０１３２６７

１００ ０．００５７８５ ０．００５７７１ ０．００５６８６ ０．００６１１０ ０．００７３１４ ０．０１１１６４

表５ 精度犘犞值（阈值狀ｔｏｌ＝０．５，舍去５０个奇异值）

Ｔａｂｌｅ５ 犘犞ｖａｌｕｅｏｆａｃｃｕｒａｃｙ（狀ｔｏｌ＝０．５，ａｎｄ５０ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｎｕｍｂｅｒｓａｒｅａｂａｎｄｏｎｅｄ）

狉

狇
０．００１ ０．００２ ０．００５ ０．０１ ０．０２ ０．０５

５ ０．００１３６８ ０．００１６３６ ０．００３７８０ ０．００８８３３ ０．０１７８７９ ０．０３５４０３

１０ ０．００１１８３ ０．００１７１２ ０．００４０４５ ０．００８４９２ ０．０１４７３５ ０．０４４８８９

５０ ０．００５５５９ ０．００５０５３ ０．００６５２４ ０．００９７２９ ０．０２００６９ ０．０５３７９３

１００ ０．０１５８２４ ０．０１６３５４ ０．０１９３０３ ０．０２５１６６ ０．０２８５１５ ０．０３９７６８

０５２
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表６ 精度均值（阈值狀ｔｏｌ＝５，舍去８４个奇异值）

Ｔａｂｌｅ６ Ａｖｅｒａｇｅａｃｃｕｒａｃｙ（狀ｔｏｌ＝０．５，ａｎｄ８４ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｎｕｍｂｅｒｓａｒｅａｂａｎｄｏｎｅｄ）

狉

狇
０．００１ ０．００２ ０．００５ ０．０１ ０．０２ ０．０５

５ ０．０００５７８ ０．０００５７９ ０．０００５４０ ０．０００５８３ ０．０００６９５ ０．００１７０２

１０ ０．０００５７１ ０．０００５６１ ０．０００５２９ ０．０００６１６ ０．０００７７１ ０．００１７７８

５０ ０．０００６９４ ０．０００６７７ ０．０００６５０ ０．０００６４８ ０．０００８６６ ０．００１４９３

１００ ０．００７８２３ ０．００７８３８ ０．００７８２９ ０．００７８５５ ０．００７８４２ ０．００７６７２

表７ 精度犘犞 值（阈值狀ｔｏｌ＝５，舍去８４个奇异值）

Ｔａｂｌｅ７ 犘犞ｖａｌｕｅｏｆａｃｃｕｒａｃｙ（狀ｔｏｌ＝５，ａｎｄ８４ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｎｕｍｂｅｒｓａｒｅａｂａｎｄｏｎｅｄ）

狉

狇
０．００１ ０．００２ ０．００５ ０．０１ ０．０２ ０．０５

５ ０．０００７８３ ０．０００８４１ ０．００１１４５ ０．００１５０４ ０．００３０２１ ０．００６９５５

１０ ０．０００１９９ ０．０００３３０ ０．０００９６０ ０．００１３９５ ０．００２４７６ ０．００５０１９

５０ ０．００７１６９ ０．００７２７８ ０．００７８４０ ０．００７４４３ ０．００７５３４ ０．０１０２９６

１００ ０．００６５１８ ０．００６７８３ ０．００６９３０ ０．００７０８３ ０．００７７７０ ０．００９６６０

　　２）ＱＲ算法

表８ 精度均值

Ｔａｂｌｅ８ Ａｖｅｒａｇｅａｃｃｕｒａｃｙ

狉

狇
０．００１ ０．００２ ０．００５ ０．０１ ０．０２ ０．０５

５ ０．００２０８６ ０．００４５６７ ０．００９５２０ ０．０２００７８ ０．０３５７９１ ０．０５９５７８

１０ ０．００２０３４ ０．００３８８８ ０．００９４９３ ０．０１６５１３ ０．０３１５４３ ０．０７１９６０

５０ ０．０２６８０３ ０．０２７３４８ ０．０２５９０３ ０．０３０５６２ ０．０３１６７７ ０．０５６９０４

１００ ０．０２６１１１ ０．０２６１２２ ０．０２９７５５ ０．０２９１８１ ０．０４４４５２ ０．０８４６４３

表９ 精度犘犞 值

Ｔａｂｌｅ９ 犘犞ｖａｌｕｅｏｆａｃｃｕｒａｃｙ

狉

狇
０．００１ ０．００２ ０．００５ ０．０１ ０．０２ ０．０５

５ ０．００７２２０ ０．０１４６５５ ０．０２９０６８ ０．０５７０４４ ０．１０２８５０ ０．２６２３６

１０ ０．００５７２９ ０．０１２１１０ ０．０３３０６６ ０．０６８４９１ ０．１０１３８０ ０．３０１２９

５０ ０．０１５４１２ ０．０２１９７２ ０．０４８２８８ ０．０８１９２９ ０．０９３４４２ ０．２６２０

１００ ０．０１５７０６ ０．０３１１６３ ０．０６０４１８ ０．０８７６９５ ０．１４６１２０ ０．３３４２２

　　通过仿真计算可以说明，ＳＶＤ法求解得到的精

度均值要高于ＱＲ法，同时ＳＶＤ分解法还能有效地

减小方程的扰动量给拼接计算带来的波动；ＳＶＤ法

的作用受阈值影响明显，实际检测中，当子孔径布

局、采样点方式及数目一定后，方程组犘犔＝犙中的

犘 阵便已确定，其条件数及各个奇异值也确定，其适

用的阈值可以通过仿真分析确定。在确定子孔径布

局条件下，阈值宜确定为狀ｔｏｌ＝５。通过确定合适的

阈值，能够有效地控制计算精度的变化范围。

５　结　　论

通过对子孔径拼接计算进行精度分析，总结得

到干涉仪测量误差是对计算精度影响最为明显的误

差源之一。通过理论分析，干涉仪误差对计算精度

的影响主要是由于求解病态方程组时的扰动量引起

的，因此采用了可以有效降低病态方程组解的不稳

定性的ＳＶＤ分解方法，利用广义逆求解病态方程

组。同时也使用ＱＲ分解法来进行求解作为对比数

据，通过对比说明了ＳＶＤ方法的有效性及其在高精

度子孔径拼接计算中的优势。这种优势当相对倾斜

误差水平和干涉仪测量误差水平较大时，显现得更

为明显，说明在满足相同计算精度要求时，采用

ＳＶＤ方法可以有效地降低对高精度干涉仪的依赖。

计算数据是通过仿真得到，在检测实验中，由于

其他误差源的共同影响，检测精度将会略低于仿真

结果。

１５２
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