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基于噪声方差来计算变分图像反卷积的
规整化参数
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摘要　采用定点迭代进行变分图像恢复并在这个计算框架下提出利用噪声方差选择规整化参数的方法。假定已

知观测图像中初始噪声统计特性。为了在反卷积过程中正确地估计噪声的方差，构造一幅纯噪声图像跟实际的观

测图像同步进行反卷积计算，并把纯噪声图像的方差作为观测图像中噪声方差的估计值来辅助计算规整化参数。

针对规整化的各项异性，提出了能够保持两种噪声同步变化的特殊的规整化项。在能够准确知道迭代过程中图像

包含噪声的方差的时候，建立了规整化参数λ与图像噪声方差之间的关系式。实验证明新的算法不但更好地抑制

了噪声而且避免了过平滑，明显提高了基于定点迭代法计算变分图像恢复的适应性。
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１　引　　言

在图像恢复中，规整化参数λ控制着平滑作用

的强度，选择规整化参数是图像恢复过程中必然遇

到的问题。对于变分去噪声情况，已经有一些研究
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人员讨论过λ的选择问题
［１～４］。反卷积中的规整化

与纯粹的除噪平滑有一些相似性，但实际并不相同。

规整化参数的选择问题一直是逆问题领域的研究热

点，经典的方法有交叉检验，ＬＣｕｒｖｅ，相容原则，贝

叶斯估计等方法。

Ｖ．Ａ．Ｍｏｒｏｚｏｖ
［５］的相容原则认为，噪声的方

差与观测图像的估计值的残差的二阶范数满足特殊

的关系。相容原则的缺点是容易让估计图像变得的

过于平滑［６］。交叉检验选择规整化参数的方法［７，８］

不依赖噪声的先验知识，它的基本思想是让交叉检

验的目标函数最小。交叉检验的弱点是目标函数有

可能比较扁平，有的时候不容易得到极值。

ＬＣｕｒｖｅ方法中，当规整化参数增大时，噪声应

该是减小的，所以当残差的平方范数增大时解的平

方范数是减小的，那么从直觉上看最好的规整化参

数应该选在残差变化曲线的拐角处。在实际计算中

可以只计算比较少的点，ＬＣｕｒｖｅ位置可以从少数

点的弧度估计出来［９］。

实际上还有一大类的规整化参数的计算方法是

基于贝叶斯估计的［１０～１５］。这类方法都是假设了图

像和噪声的分布规律，因此可以得到图像和规整化

参数的联合分布。然后使用最大后验概率来估计规

整化参数。基于贝叶斯的方法有两个困难，一是图

像和参数λ的分布规律不可能准确知道，需要假设，

二是在非线性规整化过程中噪声和图像的分布规律

是一直变化的，这种变化的描述也比较困难。

在讨论规整化参数时，大部分经典算法［６～１５］都

假设了规整化部分可以写成矩阵相乘的线性形式的

二次规整化，这样的形式比较容易离散化计算。但

是以全变分为代表的一大类各项异性的规整化的离

散化计算本身就比较困难，所以难以直接写成线性

形式。全变分图像恢复的离散化计算方法有定点迭

代法［１６］、时间步进法［１７］和素对偶的方法［１８］。既然

非线性的规整化不可能完全直接线性化，那么在计

算的过程中必须近似的把规整化表示成线性形式，

而此时一般并不存在一个稳定不变的规整化矩阵，

因此上面提到的一些假设了这种线性规整化形式的

规整化参数选择算法就变得比较难于使用。显然，

在新的计算框架下，很多方法可能都不适应了。对

于定点迭代法，文献［１６］中也没有给出λ的计算方

法来适应非线性的规整化问题。为此，在本文将详

细讨论采用定点迭代法的计算框架下利用噪声方差

辅助计算规整化参数的算法。

２　定点迭代

图像恢复是典型的逆问题，图像模糊的过程可

以表示成

狕＝犽狌＋狀， （１）

其中犽为卷积核函数， 为卷积运算，狌为原始图

像，狕为观测图像，狀为加性噪声，假设噪声服从方

差σ
２已知的高斯分布，所以狀～犖（０，σ

２）。获得狌一

般采用反卷积的方法。基于全变分［１６～１８］规整化的

图像恢复可为目标函数

犜（狌）＝
１

２∫
犛

（犽狌－狕）
２ｄ狓ｄ狔＋λ∫

犛

狌ｄ狓ｄ狔，（２）

式中犛为图像的支持域，∫
犛

狌ｄ狓ｄ狔为规整化部

分，λ为规整化参数，狌 为狌梯度的模，更一般的

规整化形式为∫
犛

φ（狌 ）ｄ狓ｄ狔
［１９］，很多研究［１９～２３］

曾经关注φ（狌 ）的具体形式，目的就是既要抑

制噪声又要保持图像边缘和细节，这些改进都取得

了明显的成功。

把狌看作变量，最小化目标函数，可以利用Ｅｕｌｅｒ

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程获得，与文献［１６］的情形完全一样。

犜（狌）

狌
＝犽


（狕－犽狌）＋λｄｉｖ

狌

（ ）狌
＝０．（３）

式中犽 为犽的对偶算子，ｄｉｖ（·）为散度运算。为了

解方程（３），有定点迭代法
［１６］、素对偶的方法［１８］和

时间步进法［１７，２４］。采用定点迭代法，有方程

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狌犿＋１ ＝犓狕， （４）

式中 犓狌犿＋１ 为卷积犽狌
犿＋１ 的矩阵向量乘形式，

犔（狌）为构造的微分算子
［１６］，当它作用于狑 时可以

表示为

犔（狌）狑＝－·
１

狌
２
＋槡 β
（ ）狑 ． （５）

犝 表示估计图像，在文献［１６］中求解方程（４）采用

犌＝ ［犓犓＋λ犔］犝
犿
－犓

狕； （６）

［犓犓＋λ犔］Δ犝
犿＋１
＝－犌； （７）

犝犿＋１
＝犝

犿
＋Δ犝． （８）

方程（６）可以直接计算得到，Δ犝
犿＋１采用共轭梯度计

算得到。所以计算有两层循环，外层循环是定点迭

代，内层循环是（７）式的共轭梯度。

定点迭代中确定合适的λ十分的困难。文献

［１６］没有给出的λ的计算方法，为了更好的规整化，

本文提出利用噪声的方差来计算规整化参数λ。为

了准确的估计迭代过程中狌犿 所包含噪声狀犿 的统计

特性，本文提出构造一个完全是噪声的附加图像

６９３２
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狀犿同步迭代辅助计算，狀犿的大小跟图像狌犿完全相

同，开始时让狀０和图像中的噪声狀０服从相同分布，

已经假设狀０～犖（０，σ
２），所以有 狀０

～犖（０，σ
２）。在

迭代中维持 狀犿 和狀犿 统计特性相同的困难在于规

整化的非线性，下文将详细讨论如何保持 狀犿 和狀犿

统计特性相同。要注意的是 狀 是单独存在的，而狀

是加到图像里并跟图像一起存在的。

３　基于噪声的方差来计算定点迭代的

规整化参数

３．１　构造新的规整化犔（狌
犿）狀犿＋１

如上文所述为了利用噪声的方差来计算λ，以

狀犿 作为先验知识来辅助估计图像中的噪声狀犿 统计

特性，迭代时总是让 狀犿 和狌犿 同步进行类似的计

算，以便能够保持狀犿 和狀犿 有相同的统计特性。但

是因为全变分规整化是非线性的，因此直接利用同

步噪声迭代不能保持狀犿 和狀犿 有相同的统计特性。

在迭代中图像狌犿包含的纯噪声部分表示为狀犿，

图像狌犿 中包含的纯图像部分表示为狏犿 ，因为规整

化是非线性的，这样将有

ｄｉｖ
（狏

犿
＋狀

犿）

（狏
犿
＋狀

犿［ ］） ≠

ｄｉｖ
（狏

犿）

（狏
犿［ ］） ＋ｄｉｖ

（狀
犿）

（狀
犿［ ］） ． （９）

所以直接用（４）式那样定点迭代同步求解（１０）式是

不能保证 狀犿 和狀犿 有相同的统计特性的。

犽（狕－犽狌）＋λｄｉｖ（
狌

狌
）＝０，

犽（狀
０
－犽狀）＋λｄｉｖ（

狀

狀
）＝０

烅

烄

烆
．

（１０）

　　既然同步求解无法保证狀
犿 和狀犿 有相同的统计

特性，那么也就无法利用来估计合适的规整化参数λ。

综上所述，必须改造关于 狀犿 的定点迭代算法

才能让狀犿 和狀犿 有相同的统计特性。提出新的迭

代方程作为附加的同步迭代方程

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狀犿＋１

＝犓
狀０． （１１）

本文定义公式中

犔（狌犿）狀犿＋１
＝－·

１

狌
犿 ２
＋槡 β
狀

犿＋（ ）１ ．
（１２）

联合（４）式和（１１）式，就构造了新的同步定点迭代

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狀犿＋１

＝犓
狀０，

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狌犿＋１ ＝犓狕｛ ．

（１３）

　　（１１）式的形式和作用都非常特殊，它对噪声

狀犿＋１ 也有反卷积的作用和平滑的作用。其中规整化

部分犔（狌犿）狀犿＋１ 对噪声平滑的方向和强度都参考

了图像的边缘特征。一方面，平滑的方向总是沿着图

像狌犿 的局部边缘的切向进行，而不是沿着噪声狀犿

本身散乱的进行；另一方面，当处于图像狌犿 的强边

缘或 狌
犿 大的地方时，规整化对噪声狀犿＋１ 对应位

置的平滑作用减弱。很明显，犔（狌犿）狀犿＋１ 对纯噪声

狀犿＋１ 的作用与犔（狌犿）狌犿＋１ 对图像中噪声狀犿＋１ 的作

用效果应该是十分的相似的，因此狀犿＋１和狀犿＋１可以

一直保持相似的统计特性。

在迭代中任意的犿，从局部看是不可能知道图

像中噪声狀犿 在每一点的大小的，但是因为在同步迭

代过程中 狀犿 的整体上的分布规律一直跟狀犿 的分

布规律非常的接近，可以随时知道噪声狀犿 整体上的

分布规律。这里重申一下：实际上在迭代的过程中是

同步计算 狀犿 和狌犿，其中狌犿 是正常的要被恢复图

像，狀犿 是纯噪声图像。噪声图像 狀犿 的存在是为了

辅助估计狌犿 中当前噪声的狀犿 统计特性。

３．２　利用 狀
犿 计算λ

根据上面的分析，当λ保持相同，当求解同步迭

代（１３）式时，可以认为 狀犿 的统计特性近似就是当

前加性噪声狀犿 的统计特性。

反过来，希望通过对噪声狀犿 或狀犿 的控制求解

公式中合适的规整化参数λ。λ与狀
犿 的关系是很明

显的。当 狀犿 大时代表噪声很大，需要强烈的平滑，

自然需要λ的值比较大。狀
犿 很小时代表噪声很小，

自然需要小的λ值。这里用方差来衡量噪声的大

小。噪声方差与规整化参数的关系很多文献都讨论

过［２５～２８］，在文献［２９］中基于贝叶斯的模型提出

了［１４，２９］。

λ＝
犖·σ

２

犳ＴＶ（狌
犿）
， （１４）

式中犳ＴＶ（狌
犿）＝∑

犻，犼

狌犿（ ）狓
２
＋ 狌犿（ ）狔槡

２，犖为图像中

像素数的总和，σ
２ 为噪声方差。借鉴文献［２９］中的

形式，加上可以及时准确地估计迭代中的噪声方差，

所以提出在同步迭代中

λ＝
犖·犳ｖａｒ（狀

犿）

犳ＴＶ（狌
犿）

． （１５）

根据（１５）式，λ在迭代中不断更新。（１５）式非常直接

而且简单，但是后面的实验结果证明它非常的有效。

原因在于同步迭代中，犳ｖａｒ（狀
犿）确实跟图像中的噪

声方差犳ｖａｒ（狀
犿）非常的接近。到现在为止总结一下

算法的流程
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图２ 初始噪声方差为１时的人工合成图像恢复

Ｆｉｇ．２ Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｉｍａｇｅｓｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌｖａｒｉａｎｃｅｏｆｎｏｉｓｅｉｓ１

　　１）狌
０
＝狕，狀

０
～犖（０，σ

２），而且初始方差σ
２ 为

已知。犿＝０

２）构造定点迭代方程

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狀犿＋１

＝犓
狀０，

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狌犿＋１ ＝犓｛ 狕

，

其中让λ＝
犖·犳ｖａｒ（狀

犿）

犳ＴＶ（狌
犿）

。

３）利用共轭梯度法同步求解

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狀犿＋１

＝犓
狀０

［犓犓＋λ犔（狌
犿）］狌犿＋１ ＝犓｛ 狕

中的狌犿＋１ 和 狀犿＋１。

４）如果狌犿＋１ 满足收敛条件则迭代结束，否则

犿＝犿＋１并回到２）。

４　实验结果

核心思想是参考迭代过程中噪声方差来计算规

整化参数λ，那么方差估计的准确性是关键。为了验

证本文估计噪声方差方法的正确性，首先进行仿真

试验。本文提出的算法要求构造 狀犿，并让 狀犿 跟狀犿

服从相同的分布，迭代中利用 狀犿 作为狀犿 的估计

值。这样做的原因是在实际的应用中不可能知道狀０

和狀犿 任意一点的值，但是在仿真状态下，是可以确

切地知道狀０ 和狀犿 的值。

在图１中，图１（ａ）是迭代中噪声的方差，狀犿 的

方差由犳狏犪狉（狀
犿）表示，在图中是虚线；狀犿 的方差由

犳狏犪狉（狀
犿）表示，在图中是实线。可以看到在迭代的过

程中，犳狏犪狉（狀
犿）和犳狏犪狉（狀

犿）一直比较接近。除了定

量的分析，还可以看到定性的比较，如图１（ｃ）和

图１（ｄ）。由于全变分是非线性的各项异性平滑，图

像中剩余的噪声自然不是均匀的如图１（ｄ），显然

图１（ｃ）中的 狀犿 也具备这些相同的特点。

图１ 检验 狀犿 和狀犿 的统计特性

Ｆｉｇ．１ Ｖａｌｉｄａｔｅｔｈｅｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆ狀
犿犪狀犱狀犿

图１已经验证了利用 狀犿 估计狀犿 的合理性。目

前还没有其他在定点迭代法框架下自动计算规整化

参数的算法可以比较，而且手工选择不同的规整化

参数往往能更确凿的说明λ对图像恢复的效果的影

响，所以本文将手工选择规整化参数λ的方法和本

文方法进行了比较。实验中所用到的图像大小都是

１２８ｐｉｘｅｌ×１２８ｐｉｘｅｌ，仿真实验中使用已知的点扩

展函数。三个实验的原图像不同，初始噪声方差也

不同。

在图２是初始方差为１的人工合成模糊图像，

图２（ｂ）为规整化参数λ随迭代过程的变化趋势图。

本文通过迭代方法重建模糊图像如图２（ｃ）所示，与

８９３２
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图２（ｄ），（ｅ），（ｆ）这三个分别为λ＝１，λ＝５，λ＝１５的

重建图像相比，其中图２（ｅ）与（ｃ）较接近，因为从

图２（ｂ）中可以看出λ的最优值在５附近，而图２（ｄ）所

示，当λ较小（λ＝１）时，包含了过多的噪声，图２（ｆ）

中当λ较大（λ＝１５）时，有明显的过平滑现象。

同理，当选择不同的初始噪声方差（如图３中为

３，图４中为９）时，必须设定不同的λ来获得接近最

优的结果［如图３（ｅ）中λ＝９，图４（ｅ）中λ＝１０］。本

文通过把规整化参数λ的选择问题转化成对当前噪

声水平的估计，可以随着噪声水平的变化自动地对

λ进行规整化，从图２（ｃ），图３（ｃ），图４（ｃ）可知，在不

同的初始噪声的情况下，本文的算法都能获得很好的

图像重建效果，既不包含过多的噪声［图３（ｄ）和

图４（ｄ）］，又不会使图像过平滑［图３（ｆ）和图４（ｆ）］。

图３ 初始噪声方差为３时的人工合成图像恢复

Ｆｉｇ．３ Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｉｍａｇｅｓｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌｖａｒｉａｎｃｅｏｆｎｏｉｓｅｉｓ３

图４ 初始噪声方差为９时的人工合成图像恢复

Ｆｉｇ．４ Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｉｍａｇｅｓｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌｖａｒｉａｎｃｅｏｆｎｏｉｓｅｉｓ９

　　对于手工选择λ的算法，很明显在图２，图３和

图４中，如果想得到接近最优的结果，需要设定不同

的λ值；但是本文提出的算法可以自动获得合适的

规整化。

真实遥感图像的处理结果如图５。在图５中，

已知噪声方差为１。本文的方法图５（ｃ）和手工方法

图５（ｅ）λ＝８的效果几乎相同，它们都接近最优。

但是当λ＝２时，可以看到结果图５（ｄ）包含了过多

的噪声；λ＝３５时由于λ过大，图５（ｆ）有明显的过平

滑。本文的方法，在迭代的过程中噪声总是被控制

着不被放大，进而可以看到参数λ在图５（ｂ）中变化

的趋势。从前面的仿真和这里的真实图像的情况

看，变分图像恢复的适应性明显的提高。
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图５ 初始噪声方差为１的真实遥感图像恢复

Ｆｉｇ．５ Ｒｅａｌｒｅｍｏｔｅｓｅｎｓｉｎｇｉｍａｇｅｓｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌｖａｒｉａｎｃｅｏｆｎｏｉｓｅｉｓ１

５　结　　论

自动规整化的核心思想是建立噪声方差与λ的

关系。为了估计噪声的方差，构造了跟图像初始噪声

服从相同统计特性的纯噪声 狀犿，并且让 狀犿 和狌犿

同步进行迭代。为了始终保证狀犿与狌犿中的狀犿的统

计特性相一致，本文给 狀犿 构造了特殊的各向异性

规整化，规整化所参考的局部几何特征都来自狌犿，

从而保证了狀犿 和狀犿 的近似性。在能够准确估计狀犿

的条件下，本文建立了犳狏犪狉（狀
犿）与λ的关系式。实

验证明本文提出的算法非常的有效而且计算量不

大，可以非常容易地扩展到其他类型的噪声和其他

类型的各向异性规整化的情况。
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