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基于犆狌狉狏犲犾犲狋变换和全变差的图像去噪方法
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摘要　Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换用于图像去噪可以较好地保留图像的细节信息，但在边缘处会产生“划痕”现象。采用全变差

法进行去噪能保持边缘形状不变，但也会丢失图像的纹理等细节信息。为了充分利用两种方法的优点，将Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

变换和全变差相结合提出了一种有效的图像去噪方法。首先，对含噪图像分别进行Ｃｕｒｖｅｌｅｔ阈值去噪和全变差去

噪。然后，将两幅去噪图像进行Ｃｕｒｖｅｌｅｔ融合，对于低频系数和高频系数分别采用加权平均和绝对值取大的融合

算法。最后，将融合后的低频系数和各尺度高频系数进行Ｃｕｒｖｅｌｅｔ反变换得到融合后的去噪图像。实验表明，该

方法能有效地降低图像噪声，又尽可能地保留图像的细节，其去噪效果明显优于单一Ｃｕｒｖｅｌｅｔ阈值法和全变差法。
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１　引　　言

近年来，一种新的多尺度变换 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变

换［１］在图像处理中得到了广泛的应用。该理论是

１９９９年ＣａｎｄｅＥ．Ｊ．和ＤｏｎｏｈｏＤ．Ｌ．提出的，它保

留了小波变换多尺度的特点，但与小波变换不同的

是，除了尺度和位移参量，Ｃｕｒｖｅｌｅｔ还增加了一个方

向参 量，具 有 更 好 的 方 向 辨 识 能 力。２００５ 年

ＣａｎｄｅｓＥ．Ｊ．等
［２，３］又将 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换算法进行改

进（即第二代Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换），大大降低了数据的冗

余度，提高了运算速度。目前，Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换在图像
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去噪 方 面 的 研 究 较 多，应 用 比 较 广 泛。由 于

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换能充分描述二维图像中的曲线或直线

状边缘特征，因此Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换不仅具有良好的去

噪能力，而且去噪后的图像能尽可能地保留图像的

边缘及细节信息［４］，视觉效果较好。但是 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

变换去噪方法也存在固有缺陷，主要表现在会产生

原图像中并不存在的划痕。为此人们提出了许多改

进算法：ＣｙｃｌｅＳｐｉｎｎｉｎｇ法
［５］、ＷｉｎｄｏｗＳｈｒｉｎｋ法

［６］、

加强边缘保护法等［７］，这些方法去除划痕的效果并

不很明显。

偏微分方程（ＰＤＥ）
［８］也是近十几年来兴起的一

种图像处理方法，利用偏微分方程抑制图像噪声已

经被认为是具有良好效果的图像去噪技术。其中，

基于全变差（ｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）模型
［９，１０］表现最

为出色。与Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换不同，该方法是建立在泛

函分析和微分几何的数学模型基础上，通过对图像

反复迭代求解方程的最优解从而达到比较好的去噪

目的，且不会扭曲图像边缘。但由于全变差不具备

后向扩散的能力，所以处理的图像无边缘锐化、会产

生“阶梯”效应。

为了充分利用Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换及全变差两种去

噪方法的优势，克服各自的缺点。本文提出了一种

基于Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换和全变差相融合的图像去噪方

法。实验表明，该方法不仅很好地抑制噪声，而且能

保留尽可能多的图像细节，去噪后的峰值信噪比

（ＰＳＮＲ）得到显著提高，具有良好的视觉效果，是一

种较为有效的去噪方法。

２　Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换去噪

在实际应用中，图像的噪声源一般为加性的高

斯白噪声，本文建立如下的含噪图像模型：

狌０（狓，狔）＝狌（狓，狔）＋犖（狓，狔），

狓＝０，１，…，犿－１

狔＝０，１，…，狀－（ ）１
（１）

式中狌０ 是观察图像，狌为从狌０ 中恢复出的原始图

像，犖是均值为０，标准差σ的高斯白噪声，高斯白噪

声服从犖（０，σ
２）。

对含噪图像进行 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ分解，得到对应的

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换系数，根据 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换原理，当

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ基方向与图像的边缘轮廓方向一致时，才

会产生较大的系数，比目标物小的噪声则对应较小

的系数，因此，为了去除图像噪声，可以采用阈值法

保留较大的系数，舍弃较小的系数，而且不损失边缘

细节。目前，对Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数采用阈值处理通常有

硬阈值法和软阈值法，另外也有利用系数相关性去

噪、以及ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ阈值估计等改进方法，都取得

了较好的去噪效果。这里为了说明本文算法的有效

性，采用广泛使用的硬阈值法，即

犆^犇（犼，犾）＝
犆犇（犼，犾）， 犆犇（犼，犾）≥狋

０， 犆犇（犼，犾）＜
烅
烄

烆 狋
（２）

式中犆犇（犼，犾）为尺度犼和方向犾上的Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数，

狋为阈值，^犆犇（犼，犾）为去噪后的Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数。阈值狋

的选取方法为：狋＝犽·σ·珓σλ，其中，犽为尺度相关的系

数，对于最大尺度取犽＝４，其他尺度犽＝３。珓σλ 为噪

声经过 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换后的方差，可采用 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ算法
［４］进行估计。

实验表明，采用基于Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换的阈值去噪

法能有效地去除噪声，有效地保留了图像的边缘及

纹理部分，视觉效果较好。但是由于采用阈值去噪

不可避免地会“过扼杀”Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数，导致去噪后

图像出现轻微的“划痕”［４］。

３　全变差去噪

全变差去噪的基本思想是将图像去噪问题转化

成一个泛函求极值问题，然后应用变分方法导出一

组具有初始条件和边界条件的偏微分方程，根据数

值计算方法求解方程的最优解获得降噪图像。通常

有噪声图像的全变差比无噪声图像的全变差明显

大，采用最小化全变差［９］可以消除噪声，因此基于全

变差的图像去噪可以归结为如下最小化问题：

ｍｉｎ∫
Ω

狘狌狘槡
２ｄ狓ｄ狔， （３）

式中Ω为图像面积，狌为图像狌的梯度。由噪声

特性得到ＴＶ范数最小化满足两种约束条件：

∫
Ω

狌ｄ狓ｄ狔＝∫
Ω

狌０ｄ狓ｄ狔，

１

狘Ω狘∫
Ω

（狌－狌０）
２ｄ狓ｄ狔＝σ

２． （４）

　　通过引入拉格朗日乘子λ，可以将上述有约束

极值问题转化为无约束极值问题，即

ｍｉｎ∫
Ω

狘狌狘槡
２ｄ狓ｄ狔＋

λ
２∫
Ω

（狌－狌０）
２ｄ狓ｄ狔．（５）

其中第一项称为狌的全变差范数（ＴＶ范数），它依赖

于图像的变差幅度；第二项为逼近项，它控制着图像

狌和噪声图像狌０的差异。λ为规整化参数，在ＴＶ范数

项和逼近项之间起着重要的平衡作用。

这样，就建立了图像去噪的 ＴＶ 模型。它是一

个泛函求极值问题，对应的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为

１９３２
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狌狋＝－·
狌

狘狌（ ）狘 ＋λ（狌－狌０）， （６）

其初始条件满足狌＝狌０。通过梯度下降法对图像进

行反复迭代直到得到一个稳定解，从而得到去噪后

的图像狌。从（６）式可看出，扩散系数为１／狘狌狘。在

边缘处，狘狌狘较大，扩散系数较小，因此沿边缘方

向的扩散较弱，从而保留了边缘；在平滑区，狘狌狘

较小，扩散系数较大，因此在平滑区的扩散能力较

强，从而去除了噪声。但该模型有可能将噪声当成

边缘，使其在平滑区产生阶梯效应［１１］。

４　Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换和全变差相融合的图

像去噪

４．１　图像融合

图像融合是对同一目标的多个图像进行配准、

合成，以克服单一图像的局限性，使目标图像更趋完

备，从而提高图像的可靠性和清晰度。目前，基于小

波变换的图像融合技术是近十年来发展比较快的一

类图像融合算法［１２～１５］，并取得了良好的效果。

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ作为一种新的多尺度分析方法比小波更加

适合分析二维图像中的曲线或直线状边缘特征，而

且具有更高的逼近精度和更好的稀疏表达能力。将

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换用于图像融合
［１６］，能够更好地提取原

始图像的特征，为融合图像提供更多的信息。

利用Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换进行图像融合，主要是通过对

含有不同信息的两幅原始图像犡 和犢 分别进行

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换，得到各自的低频系数和各个方向的高

频系数。低频系数反映的是图像的基本信息，而高频

系数反映的是图像的边缘及细节，根据各自的特点选

用不同的融合算法得到融合后的Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数，最后

再进行Ｃｕｒｖｅｌｅｔ逆变换得到融合图像犣。

在融合过程中，融合规则选取非常重要，这直接

影响到图像质量的好坏。现有的 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换融

合规则主要有：基于单个像素的取大法、取小法、加

权平均法、基于区域的能量法、方差法等。由于低频

系数和高频系数反映了图像不同的信息，因此需选

用不同的融合规则。本文中，对于低频系数采用基

于加权平均的融合算法，既利用两幅去噪图像各自

的优点，同时又能够消除一定的划痕。对于高频系

数，采用了绝对值取大的融合算法，可以充分地提取

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪后图像丰富的边缘信息，克服了全变

差去噪后细节模糊的缺点。

加权平均法

犆^犇（犣，狆）＝犽·^犆
犇（犡，狆）＋（１－犽）·^犆

犇（犢，狆），（７）

其中犽为加权系数，狆＝ （狓，狔）表示 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数

的空间位置。

绝对值取大

犆^犇（犣，狆）＝

犆^犇（犡，狆）， 狘^犆
犇（犡，狆）狘≥狘^犆

犇（犢，狆）狘

犆^犇（犢，狆）． 狘^犆
犇（犡，狆）狘＜狘^犆

犇（犢，狆）｛
狘
（８）

４．２　Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换和全变差相融合的图像去噪

算法

一个好的抑制噪声的方法应该是既能抑制噪声

又不使图像的边缘轮廓变模糊，即在抑制噪声的同

时有效地保持空间分辨率，但是往往一种去噪方法

很难两者兼顾。在上文可以看出，Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换和

全变差用于图像去噪是较为有效的两种方法，但是

两者也有不可避免的缺点。本文采用图像融合的方

法，充分利用Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换去噪后能保留图像的纹

理、边缘等细节信息的特点，又兼顾了全变差去噪后

图像边缘保持形状不变的特性，克服了两种方法的

缺点。具体算法步骤如下：

１）对含噪图像狌０ 进行Ｃｕｒｖｅｌｅｔ分解，采用硬阈

值去噪，得到Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪后的系数犆^犇（犡，狆）；

２）对含噪图像狌０ 进行全变差去噪，通过不断求

解方程的最优解，得到去噪后的图像狌１；

３）对图像狌１ 进行Ｃｕｒｖｅｌｅｔ分解，得到Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

系数犆^犇（犢，狆）；

４）对于上述步骤得到的两种方法去噪后的

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数犆^犇（犡，狆）和犆^
犇（犢，狆），分别采用加权

平均和绝对值取大的融合算法，得到融合后的

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数犆^犇（犣，狆）；

图１ 算法流程图

Ｆｉｇ．１ Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５）将Ｃｕｒｖｅｌｅｔ系数犆^犇（犣，狆）进行逆变换，得到

去噪图像狌。

其算法流程框图如图１所示。

２９３２
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５　实验结果与分析

为了检验本文方法的有效性，将本文方法与单

一Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪
［４］、全变差去噪［１０］和多个小波基融

合去噪［１５］三种算法进行对比实验，以峰值信噪比

（ＰＳＮＲ）作为去噪效果测度指标。

实验中选择的图像是常用的标准测试图像

Ｌｅｎａ，图像大小为５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ。对图像分

别增加标准差σ为１０，１５，２０，２５，３０的高斯白噪声。

图２（ａ）为加入标准差为２０的噪声图像；图２（ｂ）为

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪的图像；图２（ｃ）是全变差去噪的图

像；图２（ｄ）为多小波基融合去噪的图像；图２（ｅ）为

本文融合去噪的图像。为了更好的比较三种去噪算

法的效果，图３给出了对应的局部放大效果图，并且

每种方法去噪后的ＰＳＮＲ值可见表１。

图２ 几种方法Ｌｅｎａ图像去噪对比。（ａ）加噪图（σ＝２０）；（ｂ）Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪；

（ｃ）ＴＶ去噪；（ｄ）多小波基融合去噪；（ｅ）本文方法去噪

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｅｎｏｉｓｉｎｇｖｉａｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｐｐｒｏａｃｈｅｓ．（ａ）Ｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ（σ＝２０）；（ｂ）ｃｕｒｖｅｌｅｔｄｅｎｏｉｓｉｎｇ；

（ｃ）ＴＶｄｅｎｏｉｓｉｎｇ；（ｄ）ｍｕｌｔｉｐｌｅｗａｖｅｌｅｔｂａｓｅｓｆｕｓｉｏｎｄｅｎｏｉｓｉｎｇ；（ｅ）ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｄｅｎｏｉｓｉｎｇ

图３ Ｌｅｎａ局部图像去噪结果对比。（ａ）Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪；（ｂ）ＴＶ去噪；

（ｃ）多小波基融合去噪；（ｄ）本文方法去噪

Ｆｉｇ．３ ＤｅｎｏｉｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｏｆｌｏｃａｌＬｅｎａｉｍａｇｅ．（ａ）Ｃｕｒｖｅｌｅｔｄｅｎｏｉｓｉｎｇ；（ｂ）ＴＶｄｅｎｏｉｓｉｎｇ；

（ｃ）ｍｕｌｔｉｐｌｅｗａｖｅｌｅｔｂａｓｅｓｆｕｓｉｏｎｄｅｎｏｉｓｉｎｇ；（ｄ）ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｄｅｎｏｉｓｉｎｇ

　　从实验结果可以看出，四种算法都能够有效地

去除噪声。但每种方法去噪的效果也不尽相同。从

图３（ａ）Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪的局部效果图可以看出，该方

法去噪后能够较好地保留图像的边缘和纹理等细节

特征，但是“划痕”现象比较明显，导致边缘处产生震

荡。图３（ｂ）是采用全变差去噪的局部效果图，图像

的平滑效果很好，缺点是帽沿上的纹理很模糊，并且

图像有块状现象。图３（ｃ）是文献［１１］的实验结果

图，平滑效果欠缺。相比而言，采用本文提出的融合

算法［见图３（ｄ）］不仅去除噪声好，而且保留了图像

的边缘纹理，克服了边缘震荡，视觉效果较好。另

外，从表１中的数据可以明显看出，Ｃｕｒｖｅｌｅｔ去噪、

全变差去噪两种方法的ＰＳＮＲ值相当，采用融合去

噪算法ＰＳＮＲ值有较大提高，大约提高了１ｄＢ。

表１ 各种去噪方法ＰＳＮＲ比较（单位：ｄＢ）

Ｔａｂｌｅ１ ＰＳＮＲｏｆｎｏｉｓｅｉｍａｇｅａｆｔｅｒｆｉｌｔｅｒｉｎｇ／ｄＢ

Ｌｅｎａｎｏｉｓｅｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ（σ） １０ １５ ２０ ２５ ３０

Ｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ ２８．１３ ２４．６１ ２２．１１ ２０．１７ １８．５９

Ｃｕｒｖｅｌｅｔｍｅｔｈｏｄ ３３．８３ ３２．３２ ３１．１８ ３０．２６ ２９．４８

ＴＶｍｅｔｈｏｄ ３４．１２ ３２．３６ ３１．１７ ３０．２６ ２９．５４

Ｗａｖｅｌｅｔｍｅｔｈｏｄ ３４．０５ ３２．４１ ３１．２０ ３０．２２ ２９．３８

Ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ ３５．２１ ３３．４６ ３２．１８ ３１．１８ ３０．３５

３９３２
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６　结　　论

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换和全变差是近年来研究较热门的

两种去噪方法，本文通过分析二者各自的特点，提出

了一种Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换和全变差相融合的图像去噪

方法。实验结果表明，该算法克服了单一去噪方法

的不足，有效地抑制图像噪声，并且较好地保留图像

的边缘、纹理等细节信息，视觉效果较好。
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