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摘要　针对图像复原的病态反问题进行研究，分析了图像复原的数学模型及其病态性，提出了组合傅里叶变换与

曲波变换的图像复原（ＦｏｒＣｕｒＩＲ）算法。算法利用傅里叶变换对色噪声和曲波变换对分片光滑图像的稀疏表示特

性，将图像复原问题转换成傅里叶变换域约束去卷积和曲波变换域约束去噪问题，最后通过组合傅里叶变换域和

曲波变换域收缩法实现去卷积和抑制噪声。实验结果表明：ＦｏｒＣｕｒＩＲ算法很好地再现了图像的边缘等细节信息，

复原出的图像在信噪比和视觉质量两方面都有显著的提高。
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１　引　　言

由于受大气干扰、相对运动及聚焦等不良因素

的影响，图像在实际获取的过程中不可避免地引入

不同程度的模糊和噪声，从而引起图像的降质。图

像复原的目的就是从降质的图像中恢复出原始图

像。图像复原最简单的方法就是直接进行反卷积操

作。然而，降质图像不可避免地会存在噪声，加之降

质系统的低通特性，使得降质图像的微小变动可能

导致复原图像的巨大变化。为了克服这一问题，得

到唯一并且稳定的复原图像，通常采用正则化方

法［１］。常用的正则化方法有各向异性法［２］、半二次

型法［３］、全变差法［４］等。

自犇狅狀狅犺狅首次提出基于小波阈值的线性反问

题求解方法以来，基于小波的图像复原方法也得到

了广泛研究［５～７］。犇犪狌犫犲犮犺犻犲狊等
［７］提出的小波域稀

疏约束迭代阈值图像复原方法，获得很好的结果。

但是由于小波变换对二维图像的非稀疏表示缺陷，

使得该方法模糊了图像的边缘等特征。近年来，图
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像多尺度几何分析方法和理论得到广泛关注，并成

功应用于图像处理的各领域［８～１０］。在图像复原中，

犛狋犪狉犮犽等
［１１］利用小波与曲波对不同图像内容的稀

疏表示特性，提出的基于小波与曲波变换的图像复

原方法，取得了好的效果。但该算法仅考虑了图像

的内容，并没有考虑降质系统。

针对文献［７］和［１１］存在的缺陷，本文提出了组

合傅里叶变换和曲波变换的稀疏约束的图像复原算

法。该算法利用傅里叶变换对色噪声和曲波变换对

分片光滑图像的稀疏表示特性，将图像复原问题转

化为两个约约束问题，最后通过简单的收缩操作实

现图像复原的去卷积和去噪。

２　组合傅里叶变换与曲波变换的图像

复原

假定图像降质模型为

狔＝犎狓＋狀， （１）

其中狔为降质图像；狓为理想图像；犎 为分块循环的

托普里兹矩阵，在物理上表达为降质的点扩展函数；

狀为噪声。图像复原实质上包含两个主要步骤，即

反卷积和去噪。由于实际降质图像中存在噪声，因

此反卷积操作使得去卷积后的图像中残留色噪声

犎－１狀。傅里叶变换域卷积和乘积的内在联系，和傅

里叶变换对色噪声的稀疏表示特性，有利于反卷积

操作的进行。而曲波变换对分片光滑图像的稀疏表

示特性，有利于保留复原图像细节特征的同时，有效

去除残留噪声。

２．１　傅里叶域收缩去卷积

假定傅里叶变换矩阵为Φｆ，对（１）式左右两边

进行傅里叶变换得

α
ｆ
狔 ＝α

ｆ
犎α

ｆ
狓＋α

ｆ
狀， （２）

其中α
ｆ
狓＝Φｆ狓，α

ｆ
狔＝Φｆ狔，α

ｆ
犎＝Φｆ犎 分别为狓，狔和犎

的傅里叶系数。在傅里叶变换域进行反卷积运算得

到

～α
ｆ
狓 ＝α

ｆ
狓＋α

ｆ
狀／α

ｆ
犎， （３）

α
ｆ
狀／α

ｆ
犎 为去卷积引入的色噪声的傅里叶系数，除号

“／”为矩阵的点除。

为了去卷积的同时，减少色噪声的引入，提出了

新的去卷积模型，将去卷积问题转化了以下约束问

题：

α^
ｆ
狓 ＝ａｒｇｍｉｎ

α狓

‖狔－犎狓‖
２
２＋犾ｆ‖α

ｆ
狓‖

２
２． （４）

其中犾ｆ为正则化参数。

设傅里叶反变换矩阵Φ
Ｔ
ｆ，由（４）式得

α^
ｆ
狓 ＝ａｒｇｍｉ

α
ｆ
狓

‖Φ
Ｔ
ｆα

ｆ
狔－Φ

Ｔ
ｆα

ｆ
犎α

ｆ
狓‖

２
２＋犾ｆ‖α

ｆ
狓‖

２
２ ＝

ａｒｇｍｉｎ
α
ｆ
狓

‖Φ
Ｔ
ｆ（α

ｆ
狔－α

ｆ
犎α

ｆ
狓）‖

２
２＋犾ｆ‖α

ｆ
狓‖

２
２，（５）

由于‖Φ
Ｔ
ｆ‖

２
２＝１，（５）式等价于

α^
ｆ
狓 ＝ａｒｇｍｉｎ

α
ｆ
狓

‖α
ｆ
狔－α

ｆ
犎α

ｆ
狓‖

２
２＋犾ｆ‖α

ｆ
狓‖

２
２，（６）

组合（２）式和（３）式，求解最优化问题（６）式得到

α^
ｆ
狓 ＝犛

ｆ
犾
ｆ
·α

ｆ
狓＋犛

ｆ
犾
ｆ
α
ｆ
狀／α

ｆ
犎 ＝β

ｆ
狓＋β

ｆ
狀／α

ｆ
犎， （７）

其中犛ｆ犾
ｆ
＝｜α

ｆ
犎｜
２／（｜α

ｆ
犎｜
２＋犾ｆ）为傅里叶域收缩因子，

β
ｆ
狓和β

ｆ
狀／α

ｆ
犎 分别是收缩后保留的信号和残留的噪

声。由（７）式可以看出，傅里叶域收缩法克服了去卷

积的病态性，同时去除了卷积、减少了色噪声。将

（７）式两边进行傅里叶反变换，可以得到傅里叶域收

缩去卷积后的复原图像^狓犾
ｆ
＝～狓犾

ｆ
＋～狀。

２．２　曲波域收缩去噪

由于正则化参数犾ｆ的影响，使得傅里叶域收缩

法去卷积后，复原图像狓^犾
ｆ
中仍残留相当的噪声。为

了进一步去除复原图像中残留的噪声，提出了曲波

变换域加权稀疏约束的能量模型，将去噪问题转化

为以下约束问题。

α^
ｃ
狓 ＝ａｒｇｍｉｎ

α
ｃ
狓

‖^狓犾
ｆ
－狓‖

２
２＋犾ｃ‖ωα

ｃ
狓‖１，（８）

其中α
ｃ
狓 为理想图像狓 的曲线波系数，ω 为加权系

数。设曲波逆变换矩阵为Φ
Ｔ
ｃ，则（８）式为

α^
ｃ
狓 ＝ａｒｇｍｉｎ

α
ｃ
狓

‖^狓犾
ｆ
－Φ

Ｔ
ｃα

ｃ
狓‖

２
２＋犾ｃ‖ωα

ｃ
狓‖１，（９）

（９）式约束去噪问题致力于最小化图像重建误差，同

时使得图像的表示最稀疏。特殊地，当ω＝犐时，

（９）式为基追踪去噪问题
［１２～１４］。

对最优化问题（９）式进行求解，可以得到

α^
ｃ
狓 ＝ｓｉｇｎ（^α

ｃ
犾
ｆ
）·ｍａｘ｛０，｜^α

ｃ
犾
ｆ
｜－犾ｃω｝，（１０）

式中ｓｉｇｎ（·）为符号函数，ｍａｘ（·）为最大值函

数。（１０）式为软阈值收缩函数，犾ｃω 为收缩阈值。

正则化参数犾ｃ选定为Ｄｏｎｏｈｏ提出的小波域收缩去

噪的收缩函数［１５］，即犾ｃ＝σ ２ｌｇ槡 犖。由于曲波变

换不是保范的，因此直接利用该阈值函数并不合理。

考虑到曲波的范数依赖于曲波变换中的参数本身，

加权系数ω可由波系数的范数决定。设犉表示离

散曲波变换矩阵，则加权系数ω选定为犉犉
Ｔ 的对角

元素。由于曲波变换缺乏平移不变性，因此采用收

缩法会引入Ｇｉｂｂｓ噪声，为了有效去除复原图像中

的 Ｇｉｂｂｓ噪声，提高视觉质量，文中采用 Ｃｙｃｌｅ

ｓｐｉｎｎｉｎｇ方法
［１６］。

２．３　最优正则化参数的选取

正则化参数犾ｆ影响最优化问题（６）式的目标函

５３１２
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数；犾ｆ太小，去卷积后复原图像中存在大量的噪声；犾ｆ

过大，复原图像被过度平滑，造成细节丢失。由于采

用傅里叶域收缩法去卷积和曲波域收缩法去噪相结

合的方式实现图像的复原，因此犾ｆ的选取并不能仅

考虑目标函数（６）式。采用最小均方误差的准则来

确定最优正则化参数犾ｏｐｔｆ ，即

犾ｏｐｔｆ ＝ａｒｇｍｉｎ
犾
ｆ

‖狓－狓^‖
２
２， （１１）

其中狓^为复原图像。

由于理想图像狓未知，可通过求解以下最优化

问题的解来得到犾ｏｐｔｆ ：

犾ｏｐｔｆ ＝ａｒｇｍｉｎ
犾
ｆ

狘α
ｆ
犎｜

２

｜α
ｆ
犎｜

２
＋犾ｆ

１

｜α
ｆ
犎狘
‖α

ｆ
犎^α－α

ｆ
狔‖

２
２，

（１２）

其中α^为复原图像狓^的傅里叶系数。

３　实验结果

为了检验算法的有效性，从仿真实验和真实

ＳＡＲ图像实验两个方面进行图像复原。实验从客

观保真度和视觉质量两方面，与Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ算法
［７］

进行比较。分别采用信噪比（犽ＳＮＲ）和模糊信噪比

（犽ＢＳＮＲ）来度量复原图像和降质图像的客观保真度，

两者定义如下。

犽ＳＮＲ ＝１０×ｌｇ（‖狓‖
２／‖狀‖

２）， （１３）

犽ＢＳＮＲ ＝１０×ｌｇ（‖犎狓‖
２／‖狀‖

２）， （１４）

式中狓为理想图像，狀为噪声，犎狓模糊图像。

３．１　仿真实验

本实验选取大小为５１２×５１２的Ｌｅｎａ图像进行

实验。实验中取方差为１的７×７高斯卷积核对图

像进行卷积，并加入均值为零方差为σ
２
狀 的高斯白噪

声，使得降质图像犽ＢＳＮＲ＝２０ｄＢ。图１为两种算法

Ｌｅｎａ复原图像的比较，其中（ａ）～（ｄ）分别对应原

图、降质图、Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ复原图像和ＦｏｒＣｕｒＩＲ复原

图像。比较可知，Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ算法糊模了图像的边

缘细节，复原图像［图１（ｃ）］视觉质量较差。而

ＦｏｒＣｕｒＩＲ算法很好地保留了复原图像中的边缘细

节，复原图像具有更高的［图１（ｄ）］视觉质量。

图１ Ｌｅｎａ复原图像视觉质量比较。（ａ）原图；（ｂ）降质图（犽ＢＳＮＲ＝２０ｄＢ）；（ｃ）Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ算法（犽ＳＮＲ＝２３．６ｄＢ）；

（ｂ）ＦｏｒＣｕｒＩＲ（犽ＳＮＲ＝２４．７ｄＢ）

Ｆｉｇ．１ ＶｉｓｕａｌｑｕａｌｉｔｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｒｅｓｔｏｒｅｄＬｅｎａｉｍａｇｅｓ．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）Ｄｅｇｒａｄｅｄｉｍａｇｅ（犽ＢＳＮＲ＝２０ｄＢ），

（ｃ）Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ（犽ＳＮＲ＝２３．６ｄＢ），（ｄ）ＦｏｒＣｕｒＩＲ（犽ＳＮＲ＝２４．７ｄＢ）

图２ ＳＡＲ复原图像视觉质量比较。（ａ）原图；（ｂ）降质图；（ｃ）Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ算法（犽ＳＮＲ＝２１．７５ｄＢ）；（ｄ）ＦｏｒＣｕｒＩＲ

（犽ＳＮＲ＝２３．９１ｄＢ）

Ｆｉｇ．２ ＶｉｓｕａｌｑｕａｌｉｔｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｒｅｓｔｏｒｅｄＬｅｎａｉｍａｇｅｓ．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）Ｄｅｇｒａｄｅｄｉｍａｇｅ，（ｃ）Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ（犽ＳＮＲ＝２１．７５ｄＢ），（ｄ）ＦｏｒＣｕｒＩＲ（犽ＳＮＲ＝２３．９１ｄＢ）

３．２　真实犛犃犚图像实验

本实验为未知降质系统的合成孔经雷达（ＳＡＲ）

图像复原实验。实验中，点扩展函数 Ｈ 采用文献

［１７］中的方法进行估计。图２为Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ算法与

ＦｏｒＣｕｒＩＲ算法复原图像的视觉质量比较，图２（ａ）～

（ｄ）分别对应原图、降质图、Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ复原图像和

ＦｏｒＣｕｒＩＲ复原图像。其中Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ复原图像的

ＳＮＲ为２１．７５ｄＢ，而ＦｏｒＣｕｒＩＲ复原图像的ＳＮＲ为

２３．９１ｄＢ，ＦｏｒＣｕｒＩＲ算法获得更高的ＳＮＲ。从图可

以看出，ＦｏｒＣｕｒＩＲ复原图像具有更好的视觉质量。

６３１２
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４　结　　论

提出了一种组合傅里叶变换与曲波变换的图像

复原算法。算法首先利用傅里叶域收缩法对降质图

像进行去卷积，然后利用曲波域收缩法进行去噪。

算法克服了单一变换域正则化算法中去卷积和去噪

间的矛盾；在去卷积的同时去除了噪声，并且最大限

度地保留了图像的边缘信息。实验结果表明，新的

算法在客观保真度和视觉质量两方面获得更好的结

果。
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