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菲涅耳数字全息图的犌犪犫狅狉小波变换再现法

翁嘉文１，２　钟金钢１　胡翠英１

（１ 暨南大学光电工程系，广东 广州５１０６３２；２华南农业大学物理系，广东 广州５１０６４２）

摘要　提出了一种基于Ｇａｂｏｒ小波变换的菲涅耳全息图的数值再现方法，实现无需空间滤波处理，即可对物光波

进行数值再现。给出Ｇａｂｏｒ小波变换以及小波变换脊的定义，并从理论上证明通过对全息图进行 Ｇａｂｏｒ小波变

换，提取小波变换脊对应的小波变换系数，包括幅值与相位信息，即可直接获得与＋１级频谱相对应的被测物光在

全息面上的强度与相位分布，并同时直接消除零级衍射像以及孪生像的影响。通过计算机模拟再现光波经全息图

衍射后的传播规律实现数值再现，得到清晰的再现像。通过计算机模拟一相位型物体以及实验证明该方法的有效

性。
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１　引　　言

数字全息是普通全息术、计算机技术、电子成像

技术相结合的产物。数字全息术和普通全息术的记

录过程基本相同，不同的是用犆犆犇摄像机代替全息

干板记录全息图，将记录的全息图存入计算机，并且

用数字计算方法对存入计算机的全息图进行数字再

现。由于数字全息具有快速、灵活、实时的特点，在

各个领域中得到了广泛的应用，如三维形貌测

量［１，２］、数字全息显微［３，４］、相衬显微技术［５～７］、加

密［８］、防伪技术［９］以及在对微小物体分析［１０～１２］方面

显示出很好的应用前景。

在犆犆犇的空间分辨率还不能大幅度提高的情

况下，研究针对复杂物体显示成像的数字再现复杂

相位重构技术是改善成像质量的有效途径。目前数



光　　　学　　　学　　　报 ２９卷

字再现重构技术，主要包括采用犝．犛犮犺狀犪狉狊和 犠．

犑ü狆狋狀犲狉最早提出的以菲涅耳衍射积分公式为基础

的菲涅耳算法［１３］、卷积算法［１４］以及基于角谱传播理

论的角谱法［１５］。但上述几种方法都借助了傅里叶

变换算法来获得全息图的频谱，并进行滤波提取＋１

级频谱重构再现像。对于不同物体所形成的全息图

频谱分布形状并不相同，因此在滤波过程中对于滤

波窗口形状以及大小的选择［１２］具有较大的任意性。

由于再现像质量与滤波窗口的选择紧密相关，这使

得再现过程很难实现自动化。近年得到广泛应用的

小波变换，利用其在空域和频域中可通过伸缩和平

移等运算对信号进行多尺度细化分析的功能，使其

在信号分析中具有很大的优越性。周灿林等［１６］和

王亮等［１７］为了消除零级衍射像［１８］和散斑噪声的影

响，提出了利用二进小波变换制作为非线性滤波器

对数字全息图进行分析。犕犻犮犺犪犲犾犔犻犲犫犾犻狀犵等
［１９］提

出了利用犅样条小波对全息图像逐层分离来获得

图像高频与低频信息，实现多分辨率菲涅耳变换算

法，以获取较高精度物光波数字再现。但分析过程

非常复杂，在实际中难于应用。本文采用光学条纹

的连续犌犪犫狅狉小波变换分析技术
［２０］对全息图进行

分析，通过提取小波变换脊所对应的幅值与相位可

直接准确地获得＋１级频谱所对应的被测物光在每

个空间点位置的强度与相位，得到清晰的再现像。

无需进行滤波处理即可直接消除零级衍射像、孪生

像以及其它噪音信息的影响。文中给出完整的理论

证明并给出计算机模拟与实验验证。

２　数字全息的基本原理

数字全息的实现过程可以简单地划分为两个过

程。第一是通过记录物光与参考光发生干涉的波前

得到全息图；第二是通过计算机模拟再现光波经全

息图衍射后的传播规律实现数值再现。离轴数字全

息记录中单色平面参考光波以及物光波的复振幅分

布可分别表示为

犗（狓，狔）＝狅（狓，狔）·ｅｘｐ［ｊ（狓，狔）］， （１）

犚（狓，狔）＝犚０·ｅｘｐｊ２π
ｓｉｎθ
λ（ ）狓 ， （２）

式中（狓，狔）是犆犆犇记录平面坐标，狅（狓，狔）和犚０ 分

别表示物光波和参考光波的振幅，（狓，狔）为物光波

的相位分布，λ为参考光波波长，θ为物光波和参考

光波夹角，狊犻狀θ
λ
为参考光在狓方向的空间频率。通

过犆犆犇记录物光波与参考光波的干涉图样，其光强

分布为

犐（狓，狔）＝犚·犚
＋犗·犗

＋犗·犚
＋犗

·犚＝

狘犚０狘
２
＋狘狅（狓，狔）狘

２
＋

狅（狓，狔）犚０ｅｘｐｊ－２π
ｓｉｎθ
λ
狓＋（狓，狔［ ］｛ ｝） ＋

狅（狓，狔）犚０ｅｘｐ －ｊ－２π
ｓｉｎθ
λ
狓＋（狓，狔［ ］｛ ｝） ， （３）

式中｜犚０｜
２，｜犃（狓，狔）｜

２ 分别是参考光波与物光波

各自独立照射底版时的光强度，第三、四项为物光波

与参考光波的干涉项。当用计算机模拟原参考光照

射全息图，重构波前的复振幅分布可表示为

犝（狓，狔）＝［狘犚０狘
２
＋狘狅（狓，狔）狘

２］犚＋

（犗犚）犚＋（犗犚）犚， （４）

式中第一项为零级衍射项；第二项再现的是＋１级

衍射像，即原始物光波，为虚像；第三项是－１级衍

射像，代表原始物体的共轭实像。如何在全息图平

面上提取出物光波或共轭物光波信息，消除直透光

以及孪生像的影响，成为数值再现的关键。

３　犌犪犫狅狉小波变换再现法

３．１　小波变换

一维信号犳（狓）的连续小波变换（ＷＴ）定义为

犠犳（犪，犫）＝∫
∞

－∞
犳（狓）ψ


犪，犫（狓）ｄ狓＝ 〈犳（狓），ψ犪，犫（狓）〉，

（５）

ψ犪，犫（狓）＝
１

犪ψ
狓－犫（ ）犪

， （６）

其中星号“”表示共轭；ψ犪，犫（狓）是母小波函数ψ（狓）

经伸缩和平移后得到的一个小波序列；犪为尺度因

子，其作用是将母小波函数ψ（狓）做伸缩，犪愈大

ψ（狓／犪）愈宽，反之亦然；犫为平移因子。我们选取在

空频域都具有良好局部化性能的 Ｇａｂｏｒ解析小波

函数作为母小波

ψ（狓）＝
１
４

槡π

２π

槡γｅｘｐ －
（２π／γ）

２狓２

２
＋ｊ２π［ ］狓 ， （７）

其中γ＝π ２／槡 ｌｎ２。对于实信号犳（狓）进行连续小

波变换，得到犠犳（犪，犫），其实部记为Ｒｅ［犠犳（犪，犫）］，

虚部记为Ｉｍ［犠犳（犪，犫）］，则幅值犃（犪，犫）和相位

φ（犪，犫）分别为

犃（犪，犫）＝ ｛Ｉｍ［犠犳（犪，犫）］｝
２
＋｛Ｒｅ［犠犳（犪，犫）］｝槡

２，

（８）

φ（犪，犫）＝ａｒｃｔａｎ｛Ｉｍ［犠犳（犪，犫）］／Ｒｅ［犠犳（犪，犫）］｝．

（９）

　　（５）式描述了信号与小波序列的内积关系，反映

０１１２
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了信号与小波序列函数的相似程度。因此连续小波

变换可以理解为将信号和小波函数进行比较的结

果，幅值和相位综合反映了它们的相似程度。而当

被测信号的局部频率与相应尺度的小波函数振荡频

率相同或者相近时，其小波系数，也就是幅值相应较

大。其中，在各个位置沿尺度轴方向上，小波变换幅

值的最大值的位置的连线定义为小波变换的脊

犳ｒｉｄｇｅ（犫）
［２１］

犳ｒｉｄｇｅ（犫）＝ｍａｘ［犃（犪犻，犫）］， （１０）

其中犻为尺度参数犪的总个数，犪犻 为各尺度参数的

值。

３．２　犌犪犫狅狉小波变换再现法

以全息图中的一行干涉条纹图样作为一维实信

号进行分析。由于全息图光强中｜犚０｜
２＋｜狅（狓）｜

２项

对再现原物光波没有贡献，因此可使用直流偏置项

代替。并对全息图光强分布进行归一化后，（３）式可

表示为

犐（狓）＝
１

２
＋
１

４
狅（狓）ｅｘｐｊ－２π

ｓｉｎθ
λ
狓＋（狓［ ］｛ ｝） ＋

１

４
狅（狓）ｅｘｐ －ｊ－２π

ｓｉｎθ
λ
狓＋（狓［ ］｛ ｝） ， （１１）

将全息图相位φ（狓）＝－２π
ｓｉｎθ

λ
狓＋（狓）在狓＝犫处进行泰勒级数展开，并取其前两项有

φ（狓）＝ －２π
ｓｉｎθ
λ
犫＋（犫［ ］）＋ －２π

ｓｉｎθ
λ
＋′（犫［ ］）（狓－犫）， （１２）

假设狅（狓）≈狅，对全息图进行Ｇａｂｏｒ小波变换有

犠（犪，犫）＝∫
∞

－∞
犐（狓）ψ


犪，犫（狓）ｄ狓＝犠１（犪，犫）＋犠２（犪，犫）＋犠３（犪，犫）， （１３）

其中犠１（犪，犫）、犠２（犪，犫）、犠３（犪，犫）分别表示全息图光强中各项小波变换的结果，为

犠１（犪，犫）＝
槡γ

２
４

槡π
ｅｘｐ（－γ

２），

犠２（犪，犫）＝
槡γ

４
４

槡π
狅ｅｘｐ －γ

２ －
ｓｉｎθ
λ
＋
′（犫）

２（ ）π
犪－［ ］１｛ ｝

２

ｅｘｐｊ－２π
ｓｉｎθ
λ
犫＋（犫［ ］｛ ｝） ，

犠３（犪，犫）＝
槡γ

４
４

槡π
狅ｅｘｐ －γ

２ －
ｓｉｎθ
λ
＋
′（犫）

２（ ）π
犪＋［ ］１｛ ｝

２

ｅｘｐ －ｊ－２π
ｓｉｎθ
λ
犫＋（犫［ ］｛ ｝）

烅

烄

烆
．

（１４）

　　可见当尺度因子满足犪＝
１

－
ｓｉｎθ
λ
＋
′（犫）

２π

时，小波变换幅值的将取得最大值，即对应于小波变换脊。此

时提取小波变换脊对应的小波变换信号为

犠ｒｉｄｇｅ（犫）＝
槡γ

２
４

槡π
ｅｘｐ（－γ

２）＋ 槡γ

４
４

槡π
狅ｅｘｐｊ－２π

ｓｉｎθ
λ
犫＋（犫［ ］｛ ｝） ＋

槡γ

４
４

槡π
狅ｅｘｐ（－４γ

２）ｅｘｐ －ｊ－２π
ｓｉｎθ
λ
犫＋（犫［ ］｛ ｝） ． （１５）

　 　 由于 ｅｘｐ（－γ
２）＝ｅｘｐ －π

２ ２（ ）［ ］ｌｎ２
≈０，

ｅｘｐ（－４γ
２）＝ｅｘｐ －４π

２ ２（ ）［ ］ｌｎ２
≈０，并用坐标狓

表示位置，则上式可简化为

犠ｒｉｄｇｅ（狓）＝
槡γ

４
４

槡π
狅ｅｘｐｊ－２π

ｓｉｎθ
λ
狓＋（狓［ ］｛ ｝） ．

（１６）

　　 当 用 计 算 机 模 拟 原 参 考 光 犚（狓）＝ｅｘｐ

ｊ２π
ｓｉｎθ
λ（ ）狓 照射全息图，重构波前的复振幅分布为

犝ｒｉｄｇｅ（狓）＝
槡γ

４
４

槡π
狅ｅｘｐ［ｊ（狓）］． （１７）

可见再现得到的复振幅分布与原物光波在全息面上

的复振幅分布仅仅只差了一个常数因子而已，结合

菲涅耳变换公式即可获得像面上再现像的复振幅分

布。上述论理论证明了在数字全息中，基于Ｇａｂｏｒ

小波的局部分析的功能，通过确定小波变换的脊，提

取脊所对应的幅值和相位值，可直接获得被测物光

在每一个空间位置点的强度与相位，无需进行空间

滤波即可直接消除零级衍射像以及孪生像的影响，

１１１２
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得到清晰的再现像。将该方法推广至二维全息图的

物光波重构时，可认为是对整幅全息图进行逐行扫

描地再现每个空间位置点的物光波信息。

４　计算机模拟

本文以正方形相位型物体为模拟物体，其在振

幅分布如图１（ａ）所示，方形内强度透过率为１，方形

外强度透过率为０，大小为２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ；方

形内相位分布如图１（ｂ）所示。假设物体经波长为

６３２．８ｎｍ的平面光波照射，衍射传播距离０．９ｍ后

到达全息面上得到衍射物光波，将其与同波长且物

参夹角为２．１°的平面光波干涉叠加得到复振幅分

布。对该复振幅取模的平方得到全息图的光强分布，

如图１（ｃ）所示。再现时，对全息图进行Ｇａｂｏｒ小波变

换，并通过提取小波变换脊所对应的幅值与相位直接

获得全息平面上所记录的衍射物光波。然后用原参

考光波作为再现光波照射小波变换脊对应的小波变

换值。最后将经过再现光波照射的光场分布衍射传

播相应的距离，对其取模平方后得到再现像强度以及

相位分布如图１（ｄ），（ｅ）所示。可见Ｇａｂｏｒ小波变换

再现法可以很好地再现原物光场信息。

图１ 模拟相位物体。（ａ）振幅分布；（ｂ）相位分布；（ｃ）计算菲涅耳全息图；（ｄ）Ｇａｂｏｒ小波变换数值再现像强度分布及

（ｅ）相位分布

Ｆｉｇ．１ Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｐｈａｓｅｏｂｊｅｃｔ．（ａ）ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ；（ｂ）ｔｈｅｐｈａｓｅ；（ｃ）ｔｈｅｄｉｇｉｔａｌＦｒｅｓｎｅｌｈｏｌｏｇｒａｍ；（ｄ）ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄ

（ｅ）ｔｈｅｐｈａｓｅｏｆｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｗａｖｅｂｙｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅＧＷＴ

５　实　　验

数字全息实验光路如图２所示。由 ＨｅＮｅ激

光器发出的激光束，由分束镜ＢＳ１分成两束，一束

经平面反射镜 Ｍ１反射后，经扩束照射在透射物体

上，作为物光ＯＢＪ；另一束则经平面反射镜 Ｍ２反射

后，经扩束作为平面参考光ＲＥＦ。物光和参考光经

分束镜ＢＳ２在ＣＣＤ靶面上形成干涉图样，并将记

录的光强信号转化为数字信号，经图像采集卡传送

到计算机ＰＣ中储存，得到全息图。实验中，通过改

变ＢＳ２的方位角可以方便地调节到达ＣＣＤ耙面上

的物参光夹角。

记录的是物体离轴菲涅耳全息图，光源 ＨｅＮｅ

激光器波长为６３２．８ｎｍ，最大输出功率为３ｍＷ；

ＣＣＤ像素尺寸为８．３３μｍ×８．３３μｍ；图像采集卡

图２ 光学全息实验光路图

Ｆｉｇ．２ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐｆｏｒｒｅｃｏｒｄｉｎｇａｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｍ

记录的图像大小为７６８ｐｉｘｅｌ×５７６ｐｉｘｅｌ；截取大小

为５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ的全息图保存在计算机中。

实验采用的是美国空军１９５１型分辨率测试标板

（ＲＥＳＯＬＵＴＩＯＮ ＶＡＬＵＥＳ ＦＯＲ ＳＴＡＮＤＡＲＤ

ＵＳＡＦ１９５１ＲＥＳＯＬＵＴＩＯＮ ＴＥＳＴＰＡＴＴＥＲＮ），

所拍摄的全息图是物面上分辨率为１．４１ｌｉｎｅ／ｍｍ

的刻线。物光衍射传播距离为０．１２ｍ，物光与参考

２１１２
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光的夹角为０．６°。图３（ａ），（ｂ）为实验记录的全息

图及其频谱。图３（ｃ）是通过计算机数值模拟原参

考平面光（振幅为１，传播方向角为０．６°）作为再现

光对全息图直接进行再现得到的结果。可见当借助

傅里叶变换进行分析，如果不进行滤波处理则无法

去除零级像以及孪生像，无法得到清晰的再现像。

对图像进行一级二维小波分解，可得到表示图像的

低频信息和相对应的水平、垂直、对角风向上的高频

信息的四幅子带图像。为了比较，采用文献［１４，１５］

提出的方法，应用Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波对全息图进行３

层小波分解，在重构时去除低频子带成分所构成的

直流分量，消除零级衍射像，如图３（ｄ）所示。但是

该方法仍然无法消除孪生像的影响。

图３ （ａ）ＣＣＤ记录的数字全息图，（ｂ）频谱，（ｃ）无滤波处理再现像，（ｄ）消除零级衍射像再现像

Ｆｉｇ．３ （ａ）ｔｈｅｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｍｒｅｃｏｒｄｅｄｂｙＣＣＤ，（ｂ）ｓｐｅｃｔｒｕｍ，（ｃ）ｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｗｉｔｈｏｕｔｔｈｅｓｐａｔｉａｌｆｉｌｔｅｒｉｎｇ，

　　　　　　　　（ｄ）ｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｗｉｔｈｏｕｔｔｈｅｚｅｒｏｏｒｄｅｒｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｉｍａｇｅ

　　图４（ａ），（ｂ）为对全息图第２５６行信号应用

Ｇａｂｏｒ小波变换得到的幅值分布以及相位分布。通

过计算机自动检测小波变换脊，提取其对应的小波

变换系数，得到物光的信息。图４（ｃ），（ｄ），（ｅ）分别

为对整幅全息图应用Ｇａｂｏｒ小波分析得到的物光

在全息面上的信息，包括幅值分布和相位分布，以及

对应的频谱信息。可见 Ｇａｂｏｒ小波分析可以完整

地提取＋１级衍射像频谱信息，并同时消除了代表

零级衍射像，－１级孪生像以及其它噪音信息的频

谱。图４（ｆ），（ｇ）为全息面上的物光信息传播

０．１２ｍ得到的菲涅尔变换再现像的强度分布以及

相位分布，可见应用Ｇａｂｏｒ小波变换分析无需滤波

处理即可得到清晰的再现像，并同时直接消除零级

衍射像以及孪生像的影响。图４（ｈ）为图４（ｆ）中再

现像部分的相位分布的三维立体显示图。

图４ Ｇａｂｏｒ小波变换再现结果。（ａ）第２５６行全息图小波变换幅值分布，（ｂ）相位分布，（ｃ）全息面上的物光场振幅分布，

　（ｄ）相位分布，（ｅ）频谱，（ｆ）伽伯小波变换数值再现像强度，（ｇ）相位，（ｈ）再现像相位分布的三维立体显示图

Ｆｉｇ．４ ＲｅｓｕｌｔｂｙｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅＧａｂｏｒＷＴ．（ａ）ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ，（ｂ）ｔｈｅｐｈａｓｅｏｆｔｈｅｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｔｈｅ２５６
ｔｈｒｏｗ

ｏｆｔｈｅｈｏｌｏｇｒａｍ，（ｃ）ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ，（ｄ）ｔｈｅｐｈａｓｅｏｆｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｗａｖｅａｔｔｈｅｈｏｌｏｇｒａｍｐｌａｎｅｂｙｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｆｔｈｅ Ｇａｂｏｒ ＷＴ，（ｅ）ｓｐｅｃｔｒｕｍ，（ｆ）ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ，（ｇ）ｔｈｅｐｈａｓｅｏｆｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｗａｖｅ，（ｈ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ｔｈｅｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｉｎ３Ｄｖｉｅｗ
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６　结　　论

本文给出了 Ｇａｂｏｒ小波分析在数字全息再现

技术中应用的详细完整的理论分析证明，指出通过

确定小波变换的脊，进而提取小波变换脊所对应的

小波变换系数的幅值和相位值，无需滤波处理即可

直接获得被测物光的复振幅信息，再现出原物体的

振幅以及相位分布，并同时直接消除零级衍射像以

及孪生像的影响。并且文中分别对振幅型物体进行

了计算机模拟分析，以及实验结果，证实了该方法的

可行性。
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