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平面波在各向异性晶体中的菲涅耳公式
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摘要　当各向异性晶体介电主轴坐标系与入射光波所在平面坐标系取向不同时，讨论折射光波场强犈的问题变得

比较复杂，但是这种情形对于许多双轴晶体的非线性光学现象具有重要影响。在上述两坐标系任意取向的前提

下，讨论了平面波从各向同性介质入射到各向异性晶体后，其折射光波电场强度犈的大小和方向的一般表达式，证

明了折射光波电场强度的方向和大小可以通过求解一元四次方程和电磁场边界条件而得到。对于一些特殊的入

射光波方向和具有特殊对称性的晶体，折射光波电场强度犈的方向与光波法线方向垂直，也就此特殊情况进行了

讨论。利用所得结果，可以讨论两束折射光波能量的分配关系。
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１　引　　言

由于各向异性晶体的奇特光学现象，特别是

其非线性光学现象的发展，使得对它的研究迅速

增多［１～４］。在通常应用中，都假定入射光波为正入

射或在介电主轴坐标平面内入射，忽略了入射光

波方向偏离介电主轴坐标平面的斜入射情况，然

而这种情况对于许多非线性光学现象如倍频等会

产生很大的影响［５～６］。另外，不同方向的入射光波

在各向异性晶体表面折射时对于许多非线性多波

耦合的能量转换效率也会产生很大的影响。因

此，深入研究光波在各向异性晶体表面的折射问

题在理论和实践上都具有重要意义。光波在单轴

晶体表面反射折射时，其场强方向与振幅的变化

情况已有很多作者作了讨论［７～９］；对于在双轴晶体

中的情形，也已作了大量讨论［１０～１２］，但或者是限定

了入射光波方向和光轴取向或者是认为对任意取

向难以给出解析表达式。

本文从晶体内介电主轴坐标系与入射光波

所在平面坐标系任意取向的一般情况下，讨论了

平面波从各向同性介质入射到各向异性晶体后，

其折射光波与反射光波场强犈的方向及振幅的

大小。利用所得结果，可以讨论两束折射光波能
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量的分配关系。在各向异性晶体中，折射光波场

强方向与波法线方向一般并不垂直。利用上述

条件，本文证明了折射光波法线方向和场强振幅

可以通过求解一元四次方程和电磁场边界条件

得到普遍表达式。对于一些特殊的入射光波方

向和具有特殊对称性的晶体（如单轴晶体），折射

光波场强方向与光波法线方向垂直，就此特殊情

况也进行了讨论。

２　晶体介电主轴坐标系与入射光波所

在平面坐标系之间的变换

设晶体内介电主轴坐标系为｛狓狔狕｝，入射光波

所在平面坐标系为｛犡犢犣｝。为了与实际问题相联

系，｛狓狔狕｝坐标系的方向按照ε狉狓＜ε狉狔＜ε狉狕的条件来

选择，其中ε狉狓，ε狉狔，ε狉狕表示晶体相对主介电常数，同

时定义相应的主传播速度为狏狓＝犮／ ε槡狉狓，狏狔＝

犮／ ε狉槡狔，狏狕＝犮／ ε槡狉狕。可以证明在此种情况下
［１３］，晶

体光轴位于狓狕组成的平面，其与狕轴的夹角φ满足

关系式ｔａｎφ＝ ±
狏２狓－狏

２
狔

狏２狔－狏
２槡 狕

。｛犡犢犣｝坐标系的犣轴

选择为垂直于晶体表面，犡犢组成的平面与晶体表面

重合，入射面为犣犡组成的平面。设两坐标系各坐标

轴方向满足如下变换：（１）将｛犡犢犣｝首先沿犣轴旋转

角度α（０≤α＜２π）得到｛犡Ι犢Ι犣Ι｝；（２）沿犢Ι 轴旋转角

度β（０≤β＜π）得到｛犡
Π犢Π犣Π｝；（３）沿犣Π 轴旋转角度γ

（０≤γ＜２π）得到｛狓狔狕｝。用这三个欧拉角表示的两坐

标系单位矢量变换满足如下关系［１４］：

｛狓狔狕｝＝ ｛犡犢犣｝

ｃｏｓα －ｓｉｎα ０

ｓｉｎα ｃｏｓα ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

ｃｏｓβ ０ ｓｉｎβ

０ １ ０

－ｓｉｎβ ０ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅β

ｃｏｓγ －ｓｉｎγ ０

ｓｉｎγ ｃｏｓγ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

， （１）

｛狓狔狕｝犚＝ ｛犡犢犣｝，

犚＝ ｛犚犻犼｝＝

ｃｏｓαｃｏｓβｃｏｓγ－ｓｉｎαｓｉｎγ ｓｉｎαｃｏｓβｃｏｓγ＋ｃｏｓαｓｉｎγ －ｓｉｎβｃｏｓγ

－ｃｏｓαｃｏｓβｓｉｎγ－ｓｉｎαｃｏｓγ －ｓｉｎαｃｏｓβｓｉｎγ＋ｃｏｓαｃｏｓγ ｓｉｎβｓｉｎγ

ｃｏｓαｓｉｎβ ｓｉｎαｓｉｎβ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅β

， （２）

其中犚犻犼称为坐标变换矩阵元。

３　折射光波的方向

设入射光波沿如图１方向从各向同性（光学）介

质入射至各向异性（光学）晶体表面，其与犣轴夹角

为θ０，入射光波法线方向为狊犻，入射光波平行和垂直

入射面的场强分量分别为犈犻⊥［（狀０狊犻·狉／犮－狋）ω］和

犈犻∥［（狀０狊ｉ·狉／犮－狋）ω］，反射光波平行和垂直入射面

的场强分量分别为 犈狉⊥ ［（狀０狊狉·狉／犮－狋）ω］和

犈狉∥［（狀０·狊狉·狉／犮－狋）ω］，折射光波一般会有两束，

可将其场强矢量分别表示为犈１［（狀１狊１·狉／犮－狋）ω］

和犈２［（狀２狊２·狉／犮－狋）ω］。以上各式中狀０，狀１，狀２ 分

别表示各向同性（光学）介质和两束折射光波的折射

率，狊犻，狊狉，狊１，狊２ 分别表示入射光波，反射光波与两束

折射光波的波法线方向，犮与ω 分别表示真空中光

速与入射光波角频率。电磁场在两介质界面的连续

性条件要求如下关系成立［１３］：

（狀０狊犻／犮－狀０狊狉／犮）∥ （狀０狊犻／犮－狀犽狊犽／犮）∥

犣轴 　　　　（犽＝１，２）． （３）

　　本文所讨论的介质中，麦克斯韦方程与物质方

图１ 光传播方向示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

程可以写为

×犎＝犇／狋，

×犈＝犅／狋，

犅＝μ０犎，

犇犽 ＝ε０ε狉犽犈犽（犽＝狓，狔，狕

烅

烄

烆 ），

（４）

其中犇犽，犈犽 分别表示在介电主轴坐标系｛狓狔狕｝下折

射光波电位移矢量和电场强度矢量沿主轴方向的各

分量，这里忽略了区别两束折射光波的场矢量上角标

１和２，不加区别的情况都同时表示两束折射光波。

将各场矢量的平面波条件代入（４）式，可以得到

折射光波场矢量满足

１００２
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犇＝狀
２［犈－狊（狊·犈）］／犮

２

μ０，

（狀２－ε狉犽）犈犽 ＝狀
２狊犽（狊·犈）

烅
烄

烆 ．
（５）

令狏狊＝犮／狀表示折射光波在晶体中的相速度，当

犈·狊≠０时，可以利用第２节定义的晶体主传播速

度狏狓，狏狔，狏狕 和相速度狏狊通过（５）式将犈犽 表示为

犈犽 ＝狏
２
犽狊犽（狊·犈）／（狏

２
犽－狏

２
狊）＝犜犽（狊·犈），（６）

其中犜犽＝狏
２
犽狊犽／（狏

２
犽－狏

２
狊）（犽＝狓，狔，狕）。

同时利用（６）式可以得到菲涅耳方程为

（狏２狊 －狏
２
狔）（狏

２
狊 －狏

２
狕）狊

２
狓＋（狏

２
狊 －狏

２
狓）（狏

２
狊 －狏

２
狕）狊

２
狔＋（狏

２
狊 －狏

２
狓）（狏

２
狊 －狏

２
狔）狊

２
狕 ＝０，

将其两边都除以狏６狊得到变形后的菲涅耳方程为

（１－狉
２狏２狔）（１－狉

２狏２狕）狓
２
＋（１－狉

２狏２狓）（１－狉
２狏２狕）狔

２
＋（１－狉

２狏２狔）（１－狉
２狏２狓）狕

２
＝０， （７）

其中狉＝１／狏狊表示折射光波相速度的倒数，狓＝狉狊狓，狔＝狉狊狔，狕＝狉狊狕 分别表示在｛狓狔狕｝坐标系下沿折射光波法

线方向（狊狓，狊狔，狊狕），大小为相速度的倒数１／狏狊的矢量的三个分量。

为了得到折射光波的方向，由（３）式和（７）式可以建立如下方程组：

（１－狉
２狏２狔）（１－狉

２狏２狕）狓
２
＋（１－狉

２狏２狓）（１－狉
２狏２狕）狔

２
＋（１－狉

２狏２狔）（１－狉
２狏２狓）狕

２
＝０，

犡＝－ｓｉｎθ０狀０／犮，　犚１１狓＋犚２１狔＋犚３１狕＝－ｓｉｎθ０狀０／犮，

犢 ＝０，　犚１２狓＋犚２２狔＋犚３２狕＝０，

狉２ ＝犡
２
＋犢

２
＋犣

２
＝狓

２
＋狔

２
＋狕

２

烅

烄

烆 ，

（８）

上式第二、三分式是同一方程分别在两坐标系下的表示式。化简该方程组得到如下形式：

犪狓４＋犫狓
３
＋犮狓

２
＋犱狓＋犲＝０，

狔＝犿狔狓＋狀狔，

狕＝犿狕狓＋狀狕

烅

烄

烆 ，

（９）

其中 犿狔 ＝ （犚１２犚３１－犚１１犚３２）／（犚２１犚３２－犚２２犚３１），狀狔 ＝－ｓｉｎθ０狀０犚３２／犮（犚２１犚３２－犚２２犚３１），

犿狕 ＝ （犚１１犚２２－犚１２犚２１）／（犚２１犚３２－犚２２犚３１），狀狕 ＝ｓｉｎθ０狀０犚２２／犮（犚２１犚３２－犚２２犚３１）， （１０）

上式在犚２１犚３２－犚２２犚３１≠０时成立，

犪＝（犿
２
狕＋犿

２
狕犿

２
狔＋犿

４
狕）狏

２
狓狏
２
狔＋（犿

２
狔＋犿

４
狔＋犿

２
狔犿

２
狕）狏

２
狓狏
２
狕＋（１＋犿

２
狔＋犿

２
狕）狏

２
狔狏
２
狕，

犫＝（２犿狔犿
２
狕狀狔＋２犿狕狀狕＋２犿

２
狔犿狕狀狕＋４犿

３
狕狀狕）狏

２
狓狏
２
狔＋（２犿狔狀狔＋４犿

３
狔狀狔＋２犿狔犿

２
狕狀狔＋

２犿２狔犿狕狀狕）狏
２
狓狏
２
狕＋（２犿狔狀狔＋２犿狕狀狕）狏

２
狔狏
２
狕，

犮＝（－犿
２
狔－犿

２
狕）狏

２
狓＋（－１－犿

２
狕）狏

２
狔＋（－１－犿

２
狔）狏

２
狕＋（犿

２
狕狀
２
狔＋４犿狔狀狔犿狕狀狕＋狀

２
狕＋

狀２狕犿
２
狔＋６犿

２
狕狀
２
狕）狏

２
狓狏
２
狔＋（狀

２
狔＋６狀

２
狔犿

２
狔＋犿

２
狕狀
２
狔＋４犿狔狀狔犿狕狀狕＋狀

２
狕犿

２
狔）狏

２
狓狏
２
狕＋（狀

２
狕＋狀

２
狔）狏

２
狕狏
２
狔，

犱＝（－２犿狔狀狔－２犿狕狀狕）狏
２
狓－２犿狕狀狕狏

２
狔－２犿狔狀狔狏

２
狕＋（２犿狕狀狕狀

２
狔＋２犿狔狀狔狀

２
狕＋４犿狕狀

３
狕）狏

２
狓狏
２
狔＋

（４犿狔狀
３
狔＋２犿狕狀狕狀

２
狔＋２犿狔狀狔狀

２
狕）狏

２
狓狏
２
狕，

犲＝１＋（－狀
２
狔－狀

２
狕）狏

２
狓－狀

２
狕狏
２
狔－狀

２
狔狏
２
狕＋（狀

２
狕狀
２
狔＋狀

４
狕）狏

２
狓狏
２
狔＋（狀

２
狕狀
２
狔＋狀

４
狔）狏

２
狓狏
２
狕． （１１）

　　一元四次方程的通解形式比较复杂，但给定各

参数后求解并不困难。求解上述方程可以得到由各

系数表示的四个通解，都为实数解。从方程中的各

系数可以看出，当晶体介电主轴和入射光波所在平

面坐标系取定后，坐标变换矩阵元犚犻犼变为常数，同

时对于给定晶体，主传播速度狏狓，狏狔，狏狕 也作为已知

量出现在方程各系数中，此时系数犪，犫，犮，犱，犲将只

是光波入射角θ０ 的函数，一元四次方程的解也将只

是θ０ 的函数。对于具体物理情况，可以给定狏狓，狏狔，

狏狕，犿狔，狀狔，犿狕，狀狕 的具体数值代入（９）～（１１）式求解

得到这四个实数解。四个解中只有两个是符合物理

条件的解，可以利用犣＝犚１３狓＋犚２３狔＋犚３３狕＜０的条

件来选择两个符合物理要求的解。设其为狓１，狓２，

将其代入（９）式得到狉的两个值狉１（狓１），狉２（狓２），也

即得到了两束折射光波相速度狏狊
１
和狏狊

２
的大小和相

应的折射率狀１，狀２ 以及对应的两条折射光波法线方

向狊１＝｛狓１／狉１，狔１／狉１，狕１／狉１｝和狊２＝｛狓２／狉２，狔２／狉２，

狕２／狉２｝。将上述结果代入（６）式可以得到对应每条

波法线方向的场强振动方向。

４　折射光波与反射光波场强振幅的大

小与方向

上面的计算只得到了折射光波场强的振动方向。

由（６）式可知犈·狊仍然未知，下面来计算该式的大小。

２００２
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利用电磁场的边界条件以及麦克斯韦方程和物

质方程，可以建立入射光波，反射光波及折射光波场

强振幅所满足的方程组：

犈犻⊥ ＋犈
狉
⊥ ＝犈

１
犢 ＋犈

２
犢，

犈犻／／ｃｏｓθ０－犈
狉
／／ｃｏｓθ０ ＝犈

１
犡 ＋犈

２
犡，

狀０犈
犻
⊥ｃｏｓθ０－狀０犈

狉
⊥ｃｏｓθ０ ＝狀１（狊１×犈

１）犡 ＋

　　狀２（狊２×犈
２）犡，

－狀０犈
犻
∥ －狀０犈

狉
∥ ＝狀１（狊１×犈

１）犢 ＋狀２（狊２×犈
２）犢

烅

烄

烆 ．

（１２）

　　上式各场分量的方向如图２所示，其中场矢量

的定义与第３节相同。由于前面求解得到的折射光

波场强方向与波法线方向都是在｛狓狔狕｝坐标系下的

分量，为求解上式需将其转换到｛犡犢犣｝坐标系下。

在犈犻·狊犻≠０（犻＝１，２）的条件下，利用变换矩阵（２）

式和（６）式，（１２）式变为

犈犻⊥ ＋犈
狉
⊥ ＝犪１（狊１·犈

１）＋犪２（狊２·犈
２），

犈犻／／－犈
狉
／／ ＝犫１（狊１·犈

１）＋犫２（狊２·犈
２），

犈犻⊥ －犈
狉
⊥ ＝犮１（狊１·犈

１）＋犮２（狊２·犈
２），

犈犻∥ ＋犈
狉
∥ ＝犱１（狊１·犈

１）＋犱２（狊２·犈
２

烅

烄

烆 ），

（１３）

其中犪１＝∑
３

犽＝１

犜１犽犚犽２，犪２＝∑
３

犽＝１

犜２犽犚犽２分别表示在

｛狓狔狕｝系下两折射光波电场强度变换至｛犡犢犣｝系下沿

犢轴分量的系数变换，犜犻犽（犻＝１，２）的定义与（６）式相

同 ，上角标表示１，２两束折射光波，犚犽２（犽＝１，２，３）为

图２ 光振动方向示意图

Ｆｉｇ．２ Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

为变换矩阵的第二列矩阵元，以下各系数意义

与上类同；犫１ ＝∑
３

犽＝１

犜１犽犚犽１／ｃｏｓθ０，犫２ ＝∑
３

犽＝１

犜２犽犚犽１／

ｃｏｓθ０ 分别表示在｛狓狔狕｝系下两折射光波电场强度

变换至｛犡犢犣｝系下沿犡 轴分量的系数变换；犮１ ＝

∑
３

犽＝１

狀１（狊１×犜
１）犽犚犽１／狀０ｃｏｓθ０，犮２ ＝ ∑

３

犽＝１

狀２·（狊２ ×

犜２）犽犚犽１／狀０ｃｏｓθ０分别表示在｛狓狔狕｝系下两折射光波

磁场强度变换至｛犡犢犣｝系下沿犡 轴分量的系数变

换；犱１ ＝－∑
３

犽＝１

狀１（狊１×犜
１）犽犚犽２／狀０，犱２ ＝－∑

３

犽＝１

狀２·

（狊２ →×犜
２）犽犚犽２／狀０ 分别表示在｛狓狔狕｝系下两折射光

波磁场强度变换至｛犡犢犣｝系下沿犢 轴分量的系数

变换。求解上述方程组得到

　

狊１·犈
１＝犈犻∥（－２犪２－２犮２）／犕＋犈

犻
⊥（２犫２＋２犱２）／犕，

狊２·犈
２＝犈犻∥（２犪１＋２犮１）／犕＋犈

犻
⊥（－２犫１－２犱１）／犕，

犈狉⊥＝犈
犻
∥（２犪２犮１－２犪１犮２）／犕＋犈

犻
⊥（－犪２犫１＋犪１犫２－犫２犮１＋犮２犫１－犪２犱１＋犮２犱１＋犪１犱２－犱２犮１）／犕，

犈狉∥＝犈
犻
∥（犪２犫１－犪１犫２－犫２犮１＋犮２犫１－犪２犱１－犮２犱１＋犪１犱２＋犱２犮１）／犕＋犈

犻
⊥（２犱１犫２－２犱２犫１）／犕

烅

烄

烆 ，

（１４）

其中犕＝－犪２犫１＋犪１犫２＋犫２犮１－犮２犫１－犪２犱１－犮２犱１＋

犪１犱２＋犱２犮１。将上式的前两式代入（６）式即得到折

射光波的场强大小与方向。此即为在各向异性（光

学）晶体中折射光波与反射光波场强振幅所服从的

菲涅耳公式。在许多非线性光学现象的实际应用

中，经常要考虑双折射光波的能量分配问题，利用上

述结果可以对其进行定量讨论。

５　折射光波的能量分配

通过前面的讨论，在给定介电主轴坐标系和入

射光波所在平面坐标系的欧拉角α，β，γ以及晶体的

主传播速度狏狓，狏狔，狏狕 后，可以得到两折射光波场强

的方向和大小都表为光波入射角θ０ 的函数。平面

波在各向异性（光学）晶体中传播时，其折射光波的

坡印廷矢量犛的时间平均大小可以表达为
［１３］

犛＝
１

２

ε０

μ槡０

狀犈 ２ｃｏｓ， （１５）

其中表示折射光波法线方向与坡印廷矢量犛间的

夹角。若求得折射光波的场强犈即可得到犛 的大

小。从（１４）式的前两式可以看出折射光波场强的大

小将按不同的比例分配到入射光波场强的垂直与水

平分量，其比例系数从前述结果可以看出是坐标变

换矩阵元犚犻犼，晶体主传播速度狏犽（犽＝狓，狔，狕）和光

波入射角θ０ 的函数，当犚犻犼和狏犽（犽＝狓，狔，狕）取定后，

可以利用上述结果代入（１５）式得到犛（θ０）的表达

式。实际应用中两束折射光波能流密度相同的情况

比较重要，此时利用犛１（θ０）＝犛２（θ０）的条件可以解得

３００２
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所需要提供的入射角θ０ 的大小，这在非线性光学中

的倍频与多波耦合作用中具有重要应用。当取定一

些特殊入射面时，折射光波场强有时会只分配到入射

光波的某一分量值。此时一般＝０，即折射光波法线

方向与犛同向。下面就此特殊情况进行讨论。

６　特殊的入射面坐标系

前面从一般的情况讨论了平面波从各向同性

介质入射到各向异性晶体后折射光波的场强。在

实际应用中，经常会遇到一些特殊的入射光波方

向或者具有特殊对称性的晶体。下面分别讨论两

种情况。

１）犈１·狊１＝０，犈
２·狊２≠０

可以证明，此种情况对应于折射光波恰好处于晶

体某一介电主平面内（即两介电主轴组成的平面），但

该面不一定与入射面重合，对于单轴晶体它总是成立

的。这里假设狊１ 处于｛狓狕｝平面内，可以证明此时场

强必满足犈１∥狔轴，利用此条件（１２）式简化为

犈犻⊥ ＋犈
狉
⊥ ＝犚２２犈

１
＋犪２（狊２·犈

２），

犈犻∥ －犈
狉
∥ ＝犚２１犈

１
＋犫２（狊２·犈

２），

犈犻⊥ －犈
狉
⊥ ＝犮１犈

１
＋犮２（狊２·犈

２），

犈犻∥ ＋犈
狉
∥ ＝犱１犈

１
＋犱２（狊２·犈

２

烅

烄

烆 ），

（１６）

其中犪２，犫２，犮２，犱２ 的表示和意义与（１３）式相同，犮１＝

狀１（－狊１
３
犚１１＋狊１

１
犚３１）／狀０ｃｏｓθ０，犱１＝－狀１（－狊１

３
犚１２

＋狊１
１
犚３２）／狀０。为了方便讨论结果，考虑入射面犡犣

与狓狕共面且犢∥狔的情况。设｛狓狔狕｝是由｛犡犢犣｝沿

犢 轴旋转θ≠０角度得到，此时式（２）式中的三个欧

拉角为（α，β，γ）＝（０，θ，０）。可以证明此时两折射光

波对应的场强方向必一个与狔轴平行，一个位于狓狕

平面内，此时（８）式简化为

（１－狉
２狏２狔）［（１－狉

２狏２狕）狓
２
＋（１－狉

２狏２狓）狕
２］＝０，

犢 ＝狔＝０，

狕＝犿狕狓＋狀狕，

狉２ ＝狓
２
＋狕

２

烅

烄

烆 ，

（１７）

其中犿狕＝－ｃｏｓθ／ｓｉｎθ，狀狕＝－狀０ｓｉｎθ０／犮ｓｉｎθ。解

方程组（１７）式可以得到狓的四个实数解如下：

狓１± ＝ （－狏
２
狔犿狕狀狕± 狏２狔＋狏

２
狔犿

２
狕－狀

２
狕狏
４

槡 狔）／（狏
２
狔犿

２
狕＋狏

２
狔），

狓２± ＝ ［－狏
２
狓犿狕狀狕± 狏２狕＋狏

２
狓犿

２
狕－狏

２
狕狏
２
狓狀
２

槡 狕］／（狏
２
狕＋狏

２
狓犿

２
狕）

烅
烄

烆 ．

（１８）

利用犣＝－狓ｓｉｎθ＋狕ｃｏｓθ＜０来判断两个符合物理要求的解，将犿狕，狀狕 的值代入上式得到

狓１ ＝犽ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ １－（犽狏狔）槡
２，

狕１ ＝犽ｓｉｎθ－ｃｏｓθ １－（犽狏狔）槡
２，

狓２ ＝
犽狏２狓ｃｏｓθ＋ 狏２狓ｃｏｓ

２
θｓｉｎ

２
θ＋狏

２
狕ｓｉｎ

４
θ－犽

２狏２狓狏
２
狕ｓｉｎ

２
槡 θ

狏２狓ｃｏｓ
２
θ＋狏

２
狕ｓｉｎ

２
θ

，

狕２ ＝
犽狏２狕ｓｉｎ

２
θ－ｃｏｓθ 狏２狓ｃｏｓ

２
θｓｉｎ

２
θ＋狏

２
狕ｓｉｎ

４
θ－犽

２狏２狓狏
２
狕ｓｉｎ

２
槡 θ

（狏２狓ｃｏｓ
２
θ＋狏

２
狕ｓｉｎ

２
θ）ｓｉｎθ

烅

烄

烆
，

（１９）

其中犽＝－狀０ｓｉｎθ０／犮。将其代入（１７）式得到狉的两个值狉１（狓１），狉２（狓２）以及对应的两条折射光波法线方向

狊１＝｛狓１／狉１，０，狕１／狉１｝和狊２＝｛狓２／狉２，０，狕２／狉２｝。

利用前述条件（１６）式简化为

犈犻⊥ ＋犈
狉
⊥ ＝犈

１，

犈犻∥ －犈
狉
∥ ＝犫２犈

２ｃｏｓθ２／ｃｏｓθ０，

犈犻⊥ －犈
狉
⊥ ＝狀１犈

１ｃｏｓθ１／狀０ｃｏｓθ０，

犈犻∥ ＋犈
狉
∥ ＝狀２犈

２ｓｉｎθ２／狀０

烅

烄

烆 ，

（２０）

其中ｃｏｓθ１＝ －狊１
１
ｓｉｎθ＋狊１

３
ｃｏｓθ 表示狊１ 与犣轴夹角的余弦，ｃｏｓθ２＝１／ ［犜２１］

２＋［犜２３］槡
２，表示犈２ 与狊２ 夹

角的余弦，其中的定义与（６）式同，上角标２表示第２束折射光波，犫２＝犜
２
１ｃｏｓθ＋犜

２
３ｓｉｎθ。求解上式得到

犈狉⊥ ＝犈
犻
⊥
（狀０ｃｏｓθ０－狀１ｃｏｓθ１）／（狀０ｃｏｓθ０＋狀１ｃｏｓθ１），

犈狉∥ ＝犈
犻
∥
（狀２ｓｉｎθ２ｃｏｓθ０－犫２狀０ｃｏｓθ２）／（狀２ｓｉｎθ２ｃｏｓθ０＋犫２狀０ｃｏｓθ２），

犈１ ＝犈
犻
⊥
（２狀０ｃｏｓθ０）／（狀０ｃｏｓθ０＋狀１ｃｏｓθ１），

犈２ ＝犈
犻
∥
（２狀０ｃｏｓθ０）／（狀２ｓｉｎθ２ｃｏｓθ０＋犫２狀０ｃｏｓθ２）

烅

烄

烆 ．

（２１）

４００２



７期 温　静等：　平面波在各向异性晶体中的菲涅耳公式

从上式可以看出，两束折射光波场强所分配到的恰

巧是入射光波场强的某分量，这与前述两坐标系取

向任意的情况不同。

２）犈１·狊１＝０，犈
２·狊２＝０

此种情况对应于晶体光轴沿狔轴的单轴晶体，

此时两坐标系重合。（２０）式中的犫２＝１，ｓｉｎθ２＝１，

ｃｏｓθ２ 表示狊２ 与犣轴的夹角。求解（２０）式即可得到

各振幅的表达式，它与菲涅耳公式类似，只是折射光

波为两束偏振光波，并且其对应的折射角度也不同。

当上式取θ１＝θ２ 时，即对应于各向同性介质中的情

况，得到与菲涅耳公式相同的表达式。

７　结　　论

了解光在各向同性介质与各向异性（光学）晶体

界面发生折射和反射后各光波场强振幅的大小和方

向的变化对于光学的实际应用具有重要的指导意

义。许多光电器件都需要考虑其折射光波与反射光

波的场强性质［１５］。本文对在各向异性晶体中传播

的折射光波的振幅与方向做了一般性讨论，所得到

的结论适用于各种入射面与晶体介电主轴任意取向

的情况。结果表明反射光波与折射光波的场强振幅

与方向是入射角θ０，坐标变换矩阵元犚犻犼和晶体主传

播速度的解析函数。利用所得结果，可以讨论两折

射光波能量的分配问题。
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