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摘要　提出一种计算角锥棱镜反射光束相位误差的方法。光束通过非理想角锥棱镜时会引入一个附加光程差，从

而改变光束的相位特性和反射光束的传播方向。在小误差近似条件下，采用光线追迹法建立了一个有效的数学模

型，计算角锥棱镜的二面角误差和反射面面型误差引起的传输光束的附加相位，并分析了该模型的理论误差。在

二面角误差为１″，反射面面形光圈数小于０．５的条件下，该模型的数值仿真结果显示角锥附加相位具有高度的中

心对称性，附加相位对入射光束引入的相位平均斜率为零，这一特性与误差的种类和大小无关。角锥棱镜的附加

相位模型为分析其在应用中给系统带来的误差提供了一个新的方法，有助于指导不同应用场景中所使用角锥棱镜

的加工指标要求。
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１　引　　言

理想的角锥棱镜会将入射到它的光束按严格的

后向反射回去而没有角度偏移，可以作为高精度的

光束指向器件应用于激光通信，卫星速差补偿中［１］；

同时理想角锥棱镜对穿过它的光束不产生相位误差

的特性使得它在激光腔镜设计用有所应用［２］。但是

在实际应用中，角锥棱镜的加工误差，特别是二面角

误差和反射面面形误差使反射光束的反射方向发生

偏移，使激光通信系统产生瞄准误差。另外角锥加

工误差在反射光束上引起的相位变化会影响激光腔

的谐振性能。所以研究角锥棱镜的加工误差与它对

传输光束的影响可以为解决这些问题提供理论基础

和改进角锥棱镜性能的新方法。国内相关研究分析

了角锥棱镜反射光束的远场衍射特性［３，４］，二面角

误差与综合角误差的关系［５］，但是对于加工误差和

相位误差的定量的数学模型还没有明确的建立起
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来。本文首先研究角锥棱镜的加工误差引起的光程

差改变，建立角锥棱镜中光束传播光程差的定量数

学模型，并分析角锥棱镜引起的附加相位的形态以

及它与加工误差之间的关系。

２　角锥棱镜的附加相位模型

为描述角锥棱镜加工误差给通过它的光束带来

的附加相位，建立图１所示的几何模型。

图１ 光束在角锥棱镜中的传输路径

犉犻犵．１ 犜狉犪犮犲狅犳犾犻犵犺狋狆犪狊狊犻狀犵狋犺狉狅狌犵犺犆犆犚

　　角锥棱镜由锥体犗犡犢犣切割而成，光束的入射

面和出射面是犡犢犣平面，三个反射面分别为犡犗犢，

犡犗犣，犢犗犣，犘犻是入射光线在入射面的交点，犃，犅，

犆分别是光线在三个反射面的反射点，犘狅是出射光

线与出射面的交点。定义光线在有加工误差角锥内

传播的光程相对于光线在没有加工误差的角锥中传

播的光程之间的差异为角锥棱镜的附加光程差，由

附加光程差引起的相位变化为角锥的附加相位，可

以表示为

Δφ＝
２π

λ
狀（犃犘ｉ＋犃犅＋犅犆＋犆犘ｏ－２犺），（１）

其中狀为角锥棱镜所用材料的折射率，犺为锥体的

顶点犗到犡犢犣平面的垂直距离，也称为角锥棱镜的

高。对于没有加工误差的理想角锥棱镜，三个反射

面为平面且互相垂直，Δ
φ
的值为零，光线在角反射

器内进行等光程传播。如果角锥棱镜有加工误差，

Δ
φ
的值不为零，且可正可负，分别表示传输光束的

相位延迟和超前。

对于有加工误差的角锥棱镜，其三个反射面之

间的二面角不是直角，反射面也不再是平面。当角

锥的加工误差很小时（一般考虑二面角误差小于

５″，反射面光圈数小于０．５），文献［６］提供了一种计

算角锥棱镜附加光程差的方法。本文在此基础上进

一步将附加光程差分解为二面角误差和面形误差两

部分，即相对于建立坐标系的 犡犗犢，犡犗犣，犢犗犣平

面，三个反射面都是偏离理想平面的倾斜曲面。如

图２所示，光线在犡犗犢平面上的入射点为犃，其坐

标为（狓，狔）。由面形误差和二面角误差引起的附加

光程差Δ犔分成两部分：仅由二面角误差有关的反

射平面倾斜引起的误差狋（狓，狔）和仅由弯曲的反射

面引起的误差狊（狓，狔）。一般光学平面加工的光圈

数为可做到小于０．５，由此引起的曲率半径很大，因

此对狊（狓，狔）取值时从犘０ 开始而不从犘１ 开始计算

也不会引入过大的误差。

图２ 角锥棱镜的反射面是曲面时的附加光程差

Ｆｉｇ．２ Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｏｐｔｉｃａｌｐａｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｔａｃｕｒｖｅｄ

ｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇｓｕｒｆａｃｅ

Δ犔≈狀（犃犘１＋犘１犘２－犃犘３）＝

狀（犃犘１＋犘１犘２－犃犘２ｓｉｎθ）＝

狀
２犱（狓，狔）

ｃｏｓθ
－２犱（狓，狔）ｔａｎθｓｉｎ［ ］θ ＝

２狀犱（狓，狔）ｃｏｓθ， （２）

其中， 犱（狓，狔）＝狊（狓，狔）＋狋（狓，狔）． （３）

　　在图２所示的光线传输中，定义下面的符号规

则：当曲面向角锥棱镜内部凹陷时狊（狓，狔）取负值，

向角锥棱镜外凸出时取正值；曲面整体倾斜向角锥

内部时狋（狓，狔）取负值，向角锥棱镜外倾斜时取正

值。根据这样的符号规则，犱（狓，狔）为正值表示在反

射点处将出现相位延时，反之表示相位超前。并且，

当角锥棱镜的加工误差很小时，可以忽略光线出射

位置的变化和光线方向的变化。

光线依次在三个反射面上反射，总的附加相位为

Δφ＝
２π

λ
狀∑

犼

Δ犔犼 ＝
４π

λ
狀∑

犼

犱犼ｃｏｓθ犼， （４）

式中θ犼表示光线在第犼个反射面上的入射角，光线

垂直犡犢犣面正入射时，ｃｏｓθ犼 槡＝ ３／３。

Δφ＝
２π
λ
狀∑

犼

Δ犔犼 ＝
４π

λ
狀∑

犼

犱犼ｃｏｓθ犼 ＝
４π

槡３λ
狀∑

犼

犱犼．

（５）

当材料折射率狀＝１时，上述分析也适用于三个平面

反射镜互相垂直拼接成的空心角锥反射棱镜。

２５９１
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３　角锥棱镜附加相位的形态

在角锥棱镜通光截面上划分格点，计算每一个格

点内的光线在角锥里传播产生的光程差，最终可以得

出在出射光束在角锥通光截面上的整个附加相位，并

假定入射光波长λ为６３２ｎｍ；并且所有的分析和仿真

都基于光线垂直入射角锥的入射面这种情况。

在图１的坐标系中，光束垂直入射犡犢犣平面，

光线传播方向 犖＝－［槡３／３，槡３／３，槡３／３］
Ｔ。如果

犡犗犢平面的坐标为（狓，狔）的点犃 处的加工误差为

犱（狓，狔），角锥入射面犡犢犣的方程为：狓＋狔＋狕＝犮

（犮为大于零的常数）。由于可以忽略光线的传播方

向的偏差，当光线从犃 处入射时其传播方向为－

犖，出射时为犖。通过建立这两种情况下的光线方

程，可以计算光线与角锥入射截面 犡犢犣 的交点。

根据光线可逆原理，光线从坐标为（狓，狔）的犃 点处

出 射 时，与 犡犢犣 平 面 的 交 点 犘ｉ 的 坐 标 为

犮＋２狓－狔
３

，犮－狓＋２狔
３

，犮－狓－狔（ ）３
；光线从犃点处入

射时，先后经过三个反射面反射，最后与犡犢犣平面的

交点犘ｏ的坐标为
犮－２狓＋狔
３

，犮＋狓－２狔
３

，犮＋狓＋狔（ ）３
。

不难看出，犘ｉ，犘ｏ 关于过角锥顶点的且垂直于

角锥入射截面犡犢犣的直线是对称的，这条直线即

为图１坐标系下光束正入射时的光轴。从犘ｉ，犘ｏ的

坐标表达中可以看出，在点犃处的加工误差犱（狓，狔）

将在出射面与光轴中心对称的两点产生相同的附加

相位。上述分析也适用于三个反射面上任意点上的

光线反射，因此在角锥棱镜的整个出射面上，由角锥

棱镜加工误差产生的附加相位是中心对称的，附加

相位对入射光束引入的相位平均斜率为零。

在图２所示的光程差计算中，由于光束方向变

化产生的误差和光束反射点位置变化导致的误差非

常之小，由于光束方向变化导致的光程差的误差可

以表示为

Δ犾＝２犺α
２ （６）

其中犺为角锥棱镜的高度，α是入射光束和反射光

束的夹角大小，有时称为角锥的综合角误差。对于

入射截面直径为２５．４ｍｍ 的角锥，其高度犺 为

１８ｍｍ，如角锥的综合角误差为 ５″，此时 Δ犾≈

０．０２ｎｍ，完全可以忽略。

光束反射点位置变化的误差可以用图２中标记

的Δ狆表示。当光束垂直角锥入射面入射时

Δ狆＝
槡２ ３犱（狓，狔）
３

． （７）

由于犱的值在波长量级，远远小于一般测量仪器中

的采样点间隔１００λ，所以忽略Δ狆也是合适的。因

此，光线在缺陷角锥内的传播路线近似认为与在理

想角锥中的传播路线一致，角锥棱镜附加相位的大

小仅决定于光线入射点处反射面相对于理想位置的

偏移距离，附加相位的形态决定于加工误差的类型。

对每一个格点内传输的光线进行光线追迹，计

算它在每个角锥反射面上反射时引入的附加光程差

并累加起来，最终可以得到整个角锥出射面上的附

加光程差。采用内切圆柱切割图１所示的角锥，得

到一般使用的圆形入射面的角锥棱镜，曲线犗犈犛犉

包围的平面是角锥棱镜的一个有效反射面。假设入

射面的半径为狉，角锥棱镜的反射面没有面形误差

而只有一个反射面犗犈犛犉的倾斜δ，犗犣轴与该反射

面的夹角为π／２－δ，如图３（ａ）所示。

图３ （ａ）角锥棱镜只有一个反射面倾斜的示意图；（ｂ）只有一个反射面倾斜的角锥的附加光程差

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｏｆｃｕｂｅｒｅｔｒｏｒｅｆｌｅｃｔｏｒｗｉｔｈｏｎｌｙｏｎｅｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇｐｌａｎｅｔｉｌｔδ，（ｂ）Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｏｐｔｉｃａｌ

ｐａｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｃｕｂｅｒｅｔｒｏｒｅｆｌｅｃｔｏｒｗｉｔｈｏｎｌｙｏｎｅｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇｐｌａｎｅｔｉｌｔ１″

　　根据几何关系可以计算出三个反射面的法矢量分别是

犖１ ＝ －ｓｉｎδ／槡２，－ｓｉｎδ／槡２，ｃｏｓ［ ］δ ，　犖２ ＝ ［１，０，０］，　犖３ ＝ ［０，１，０］． （８）
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三个二面角误差分别为

α１ ＝ａｒｃｃｏｓ
犖１·犖

Ｔ
２

狘犖１狘·狘犖２（ ）狘 －π２ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｓｉｎδ

槡
（ ）
２

α２ ＝ａｒｃｃｏｓ
犖１·犖

Ｔ
３

狘犖１狘·狘犖３（ ）狘 －π２ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｓｉｎδ

槡
（ ）
２

α３ ＝ａｒｃｃｏｓ
犖２·犖

Ｔ
３

狘犖２狘·狘犖３（ ）狘 －π２ ＝０． （９

烅

烄

烆
）

在这种情况下，｜犗犛｜ 槡＝ ３狉，光线入射到点犛将会产

生最大的附加光程差Δ犔ｍａｘ

Δ犔ｍａｘ＝２狀犱ｍａｘｃｏｓθ犼 ＝２狀狘犗犛狘δｃｏｓθ犼 ＝２狀狉δ．

（１０）

数值仿真中设定参数狉＝０．０１２ｍ，δ＝１″，狀＝１，计算

得三个二面角误差为α１＝０．７１″，α２＝０．７１″，α３＝０，

最大附加光程差Δ犔ｍａｘ＝１．１６×１０
－７ ｍ，与图３（ｂ）

的峰值结果相符。

如角锥的加工误差有包含三个不同的二面角误

差，三个二面角误差分别用δ＝［δ１，δ２，δ３］表示，二

面角误差取正值表示该二面角大于９０°，取负值表

示该二面角小于９０°。反射面均假设为大半径球

面，以光圈数犖＝［犖１，犖２，犖３］表示三个反射面曲

面误差的大小，光圈数取正值表示反射面向角锥外

部凸起，负值表示向角锥内部凹陷；检测光圈数时所

使用激光波长为６３２ｎｍ，分别在各种误差参量下对

前面的数学分析进行了数值仿真，并设角锥入射面

半径狉＝１２ｍｍ，角锥材料的折射率狀＝１．６，角锥的

顶点在坐标系原点处。得到相应加工误差下的角锥

棱镜附加相位图，为了更清晰显示图形形状，同时显

示了网格图和等高线图如图４所示。

图４ 不同二面角误差下角锥棱镜的附加相位。（ａ）δ＝［０，０，１″］；（ｂ）δ＝［０，１″，１″］；（ｃ）δ＝［１″，１″，１″］

Ｆｉｇ．４ Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｐｈａｓｅａｂｅｒｒａｔｉｏｎｏｆｃｕｂｅｒｅｔｒｏｒｅｆｌｅｃｔｏｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｈｅｄｒａｌａｎｇｌｅｅｒｒｏｒｓ．（ａ）δ＝［０，０，１″］；

（ｂ）δ＝［０，１″，１″］；（ｃ）δ＝［１″，１″，１″］

　　当角锥棱镜具有加工误差时，它的附加相位图

形被角锥的三条棱和他们的像分割成中心对称的六

个扇形区域拼接而成，如图４（ｃ）所示。如果只有二

面角误差，每个扇形区域内都可以看成是不同方向

传播的平面波，所以如果入射光束是平行光，那么反

射光束将分成六个方向不同，但关于入射光轴中心

对称的六个光束。当加工误差比较大，六个反射光

束的远场光斑干涉很小时，反射光束的远场是六个

对称的光斑。图４（ａ）和图４（ｂ）的形状是由于相邻

的扇形区域合并的结果。如果角锥棱镜只有面形误

差，它的附加行为将出现另一种形态。

图５显示的是如果反射面用大半径球面近似，

并且其曲率中心都落在坐标轴上时角锥的附加形

态。只有一个反射面或两个反射面有误差，其附加

相位是椭圆形的，如图５（ａ）所示；当三个反射面都

有误差，并且反射面光圈数相等时，将会产生类似离

焦的相位图形。

角锥棱镜的三个二面角误差的值可能大于零，也

可能小于零，反射面的形状可能向外凸也可能向内

凹，特别是反射面的曲率中心可能不在坐标轴上，这

种情况下角锥的附加光程差的图形形状会复杂一些，

假设曲率中心在过反射面中心的法线上，如图３（ａ）所

示的角锥反射面犗犈犛犉上，其中心为直线犗犛和直线

犈犉的交点。数值仿真的结果如图６所示。

图６的三幅图形显示了具有不同加工误差的角

锥棱镜的更复杂的附加相位图形。图６（ａ）显示了

如果加工误差有正有负，那么在附加相位的不同区

域将会出现有的超前有的落后；当反射面曲率中心

不在坐标轴上，而是在过反射面中心的法线上，附加

相位的图形就会呈现图６（ｂ）显示的形状；图６（ｃ）可

以看成是（ａ）和（ｂ）直接叠加的结果，这正是（３）式的

物理意义，即具有各种加工误差的角锥棱镜，它的附

加相位值等于当角锥棱镜只有单一误差的附加相位

值的线性叠加。

只要角锥棱镜的面形能够解析表达出来，并且

加工误差的大小适用小误差近似 （小误差近似的条

件是：相对于测量的采样间距，光线在在角锥内传输

时的反射点位置偏移可以忽略），我们就可以用前面
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所述的方法对任意加工形状的角锥棱镜的附加光程

差进行计算、分析和仿真，无论反射面向内凹或向外

凸、或者反射面的曲率中心在在过反射面的任意位

置的法线上。但是无论如何，由于角锥棱镜的加工

误差引入的反射光束的相位误差仍然具有非常好的

中心对称性。

图５ 不同反射面面形误差下角锥棱镜的附加相位。（ａ）犖＝［０．５，０，０］；（ｂ）犖＝［０．５，０．５，０］；（ｃ）犖＝［０．５，０．５，０．５］

Ｆｉｇ．５ Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｐｈａｓｅａｂｅｒｒａｔｉｏｎｏｆｃｕｂｅｒｅｔｒｏｒｅｆｌｅｃｔｏｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｕｒｖｅｄｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓ．（ａ）犖＝［０．５，０，０］；

（ｂ）犖＝［０．５，０．５，０］；（ｃ）犖＝［０．５，０．５，０．５］

图６ 不同加工误差下的角锥的附加相位。（ａ）只有二面角误差δ＝［３″，－２″，－１″］；（ｂ）只有反射面面形误差，反射面光圈数

为犖＝［０．３，０．３，０．３］；（ｃ），同时具有两种加工误差，其值等于（ａ）和（ｂ）中的误差值

Ｆｉｇ．６ Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｐｈａｓｅａｂｅｒｒａｔｉｏｎｏｆｃｕｂｅｒｅｔｒｏｒｅｆｌｅｃｔｏｒｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆａｂｒｉｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓ．（ａ）ｏｎｌｙｄｉｈｅｄｒａｌａｎｇｌｅｅｒｒｏｒｓ

δ＝［３″，－２″，－１″］；（ｂ）ｏｎｌｙｃｕｒｖｅｄｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇｓｕｒｆａｃｅ犳ｎｕｍｂｅｒｓ犖＝［０．３，０．３，０．３］；（ｃ）ｉｎｃｌｕｄｅｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆ

　　　　　　　　　　　　ｅｒｒｏｒｓｗｈｉｃｈａｒｅｔｈｅｓａｍｅａｓｔｈｅｅｒｒｏｒｓｉｎ（ａ）ａｎｄ（ｂ）

４　结　　论

本文使用光线追迹法，分析了角锥棱镜加工误

差，包括二面角误差和反射面面形误差，对在其中传

输的光线光程差的影响，建立了计算角锥棱镜附加

相位的数学模型。这一模型适用于实心材料切割的

角锥棱镜和空心角锥棱镜，同时还讨论了此模型的

误差和适用条件。在角锥棱镜的加工过程中，如果

只对相位误差的大小有要求，则要同时限制二面角

误差大小与反射面面弯曲的程度；另一方面，对角

锥加工误差类型的选择可以得到符合特定应用要求

的相位形态。
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