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非简并光学参变振荡器的不稳定性研究
费　佳　郭奇志

（上海大学理学院物理系，上海２００４４４）

摘要　通过求得非简并光学参变振荡器的稳态解及特征值，研究了在共振与失谐两种情况下该系统的不稳定性。

结果表明：共振时系统总是处于稳定状态，而有失谐时系统存在不稳定性。并通过数值模拟绘出共振情况下特征

值随驱动场强度的变化曲线，及失谐时三个模量的输出信号随时间的变化情况。
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１　引　　言

光学参变振荡器是在很宽的频率范围内可调的

具有高相干性的辐射光源，不仅在经典领域有重要

应用，在量子信息中也有着广泛的应用前景［１～６］。

光学参变振荡器同时又是典型的非线性光学系统，

展示出具有不稳定性的一面，因而其动力学特性的

研究引起人们越来越多的关注。相关工作有简并光

学参变振荡器的双稳态现象、犎狅狆犳分岔和混沌现象

等［７～１０］，以及由此引发的对简并光学参变振荡器的

混沌控制与反控制、混沌相位同步与反相位同步等

问题的研究也有不少报道［１１～１４］。但对非简并光学

参变振荡器的研究由于其数学处理复杂，尚不多见。

本文在求解非简并光学参变振荡器稳态解的基

础上，通过求解特征方程，得出特征值并分析其稳定

性来研究非简并光学参变振荡器的不稳定性。

２　稳态解

非简并光学参变振荡器是非线性光学系统，其

半经典运动方程为［１５］

ｄα０
ｄ狋
＝－（γ０＋ｉΔ０）α０－犓α１α２＋ε，

ｄα１
ｄ狋
＝－（γ１＋ｉΔ１）α１＋犓α０α


２ ，

ｄα２
ｄ狋
＝－（γ２＋ｉΔ２）α２＋犓α０α


１ ，

（１）

式中α犻（犻＝０，１，２）分别为基模和两个亚谐波模的

复振幅，α犻 为各模的复共轭，γ犻 分别表示三个模的

衰减系数，Δ犻分别为三个模的失谐量，犓 为耦合常

数，ε表示相干驱动场强度，这里取为正实数。下面

分别讨论共振和有失谐时系统的稳态解。

２．１　共振时的稳态解

共振时，Δ０＝Δ１＝Δ２＝０。方程（１）式变为

ｄα０
ｄ狋
＝－γ０α０－犓α１α２＋ε，

ｄα１
ｄ狋
＝－γ１α１＋犓α０α


２ ，

ｄα２
ｄ狋
＝－γ２α２＋犓α０α


１

烅

烄

烆
，

（２）
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用α
０
０、α

０
１ 和α

０
２ 表示稳态解，满足

ｄα
０
０

ｄ狋
＝０，

ｄα
０
１

ｄ狋
＝０，

ｄα
０
２

ｄ狋
＝０，即

－γ０α
０
０－犓α

０
１α
０
２＋ε＝０，

－γ１α
０
１＋犓α

０
０α
０
２

＝０，

－γ２α
０
２＋犓α

０
０α
０
１

＝０

烅

烄

烆 ．

（３）

由方程（３）可得到下面的稳态解

α
０
０
２
＝
γ１γ２
犓２
，

α
０
１
２
＝
－γ０γ２＋犓ε γ２／γ槡 １

犓２
，

α
０
２
２
＝
－γ０γ１＋犓ε γ１／γ槡 ２

犓２

烅

烄

烆
，

（４）

由于 α
０
犻

２
≥０，因此系统的驱动场应满足 犓ε≥

γ０ γ１γ槡 ２，即共振时非简并光学参变振荡器的阈值

条件为　　　　犓εｔｈ＝γ０ γ１γ槡 ２． （５）

２．２　有失谐时的稳态解

当系统存在失谐，即方程（１）式中Δ犻≠０（犻＝０

或１或２）时。稳态解α
０
０、α

０
１ 和α

０
２ 满足

－（γ０＋ｉΔ０）α
０
０－犓α

０
１α
０
２＋ε＝０，

－（γ１＋ｉΔ１）α
０
１＋犓α

０
０α
０
２

＝０，

－（γ２＋ｉΔ２）α
０
２＋犓α

０
０α
０
１

＝０

烅

烄

烆 ，

（６）

由方程（６）式可求得此时非简并光学参变振荡器的

稳态解（见附录Ａ）：

犓２ α
０
０
２
＝γ１γ２＋Δ１Δ２， （７）

犓２ α
０
１
２
＝－（γ０γ２－Δ０Δ２）＋

Δ０γ２＋Δ２γ０

Δ０γ１＋Δ１γ０
·犓２ε

２
－（Δ０γ２＋Δ２γ０）槡

２， （８）

犓２ α
０
２
２
＝－（γ０γ１－Δ０Δ１）＋

Δ０γ１＋Δ１γ０

Δ０γ２＋Δ２γ０
·犓２ε

２
－（Δ０γ１＋Δ１γ０）槡

２， （９）

其中（７）式为基模的稳态解，（８）式和（９）式分别为两

个亚谐波模的稳态解。

由 α
０
犻

２ 为非负，得非共振情况下系统驱动场

应满足的阈值条件

犓εｔｈ＝ （Δ
２
０＋γ

２
０）（γ１γ２＋Δ１Δ２槡 ）． （１０）

３　不稳定性分析
下面用线性化方程研究系统稳态解的稳定性问

题。

３．１　共振时

共振情况下，系统各模的复振幅α犻及其复共轭

α

犻 满足

ｄα０
ｄ狋
＝－γ０α０－犓α１α２＋ε，

ｄα

０

ｄ狋
＝－γ０α


０ －犓α


１α


２ ＋ε，

ｄα１
ｄ狋
＝－γ１α１＋犓α０α


２ ，

ｄα

１

ｄ狋
＝－γ１α


１ ＋犓α


０α２，

ｄα２
ｄ狋
＝－γ２α２＋犓α０α


１ ，

ｄα

２

ｄ狋
＝－γ２α


２ ＋犓α


０α１

烅

烄

烆
．

（１１）

假设δα犻和δα

犻 为稳态解附近小的扰动，则（１１）式

的线性化方程为



狋

δα０

δα

０

δα１

δα

１

δα２

δα


熿

燀

燄

燅２

＝

－γ０ ０ －犓α
０
２ ０ －犓α

０
１ ０

０ －γ０ ０ －犓α
０
２
 ０ －犓α

０
１


犓α
０
２
 ０ －γ１ ０ ０ 犓α

０
０

０ 犓α
０
２ ０ －γ１ 犓α

０
０
 ０

犓α
０
１
 ０ ０ 犓α

０
０ －γ２ ０

０ 犓α
０
１ 犓α

０
０
 ０ ０ －γ

熿

燀

燄

燅２

δα０

δα

０

δα１

δα

１

δα２

δα


熿

燀

燄

燅２

． （１２）

决定稳态解稳定性的特征值λ满足的特征方程为

－γ０－λ ０ －犓α
０
２ ０ －犓α

０
１ ０

０ －γ０－λ ０ －犓α
０
２
 ０ －犓α

０
１


犓α
０
２
 ０ －γ１－λ ０ ０ 犓α

０
０

０ 犓α
０
２ ０ －γ１－λ 犓α

０
０
 ０

犓α
０
１
 ０ ０ 犓α

０
０ －γ２－λ ０

０ 犓α
０
１ 犓α

０
０
 ０ ０ －γ２－λ

＝０， （１３）

可解得六个特征值为（见附录Ｂ）：

１３９１
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λ１ ＝０，

λ２ ＝
１

２
［－ γ０＋γ１＋γ（ ）２ ＋ γ０＋γ１＋γ（ ）２

２
－４犓εγ１＋γ（ ）２ ／ γ１γ槡槡 ２］，

λ３ ＝
１

２
［－ γ０＋γ１＋γ（ ）２ － γ０＋γ１＋γ（ ）２

２
－４犓εγ１＋γ（ ）２ ／ γ１γ槡槡 ２］，

λ４ ＝

３

－
狇
２
＋槡槡 δ＋

３

－
狇
２
－槡槡 δ－

犫
３
，

λ５ ＝－
１

２

３

－
狇
２
＋槡槡 δ＋

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ ＋槡３２ｉ

３

－
狇
２
＋槡槡 δ－

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ －犫３，

λ６ ＝－
１

２

３

－
狇
２
＋槡槡 δ＋

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ －槡３２ｉ

３

－
狇
２
＋槡槡 δ－

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ －犫３

烅

烄

烆
，

（１４）

〗其中

犫＝γ０＋γ１＋γ２，

狆＝犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡 ２

－
１

３
γ０＋γ１＋γ（ ）２

２，

狇＝２
γ０＋γ１＋γ２（ ）３

３

－
γ０＋γ１＋γ２

３
犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡 ２

＋４犓ε γ１γ槡 ２－４γ０γ１γ２，

δ＝
狇（ ）２

２

＋
狆（ ）３

３

＝
γ０＋γ１＋γ２（ ）３

３

４犓ε γ１γ槡 ２－４γ０γ１γ（ ）２ －
１

１２

γ０＋γ１＋γ２（ ）３

２

犓２ε
２ γ１＋γ２

γ１γ槡（ ）
２

２

－

γ０＋γ１＋γ２（ ）３
犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡（ ）
２

２犓ε γ１γ槡 ２－２γ０γ１γ（ ）２ ＋
１

３
犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡（ ）
２

３

＋ ２犓ε γ１γ槡 ２－２γ０γ１γ（ ）２
２
．

　　（１４）式即为共振时系统的六个特征值。当驱动场满足ε≥εｔｈ时，λ１＝０，λ２ 和λ３ 均为负实数，λ４、λ５、λ６ 的

符号与δ的正负有关，当δ≤０时λ４、λ５、λ６ 均为负实数，当δ＞０时λ４ 为负实数，而λ５、λ６ 为实部为负的一对

共轭复根，因此共振时系统的稳态解是稳定的，即系统始终处于稳定状态。若参数取为γ０＝１，γ１＝０．０１，

γ２＝５，犓＝１，阈值εｔｈ≈０．２２４，当驱动场０．２２４＜ε≤０．４时，δ≤０，λ５、λ６ 为负实数，图１（ａ）、（ｂ）为特征值λ５、

λ６ 随驱动场强度ε的变化曲线，当驱动场ε＞０．４时，δ＞０，λ５、λ６ 为实部为负的一对共轭复根，图１（ｃ）、（ｄ）

为特征值λ５、λ６ 的实部随驱动场强度ε的变化曲线。

３．２　有失谐时

当非简并光学参变振荡器系统存在失谐时，其各模的复振幅α犻及其复共轭α

ｉ 满足

ｄα０
ｄ狋
＝－（γ０＋ｉΔ０）α０－犓α１α２＋ε，

ｄα

０

ｄ狋
＝－（γ０－ｉΔ０）α


０ －犓α


１α


２ ＋ε，

ｄα１
ｄ狋
＝－（γ１＋ｉΔ１）α１＋犓α０α


２ ，

ｄα

１

ｄ狋
＝－（γ１－ｉΔ１）α


１ ＋犓α


０α２，

ｄα２
ｄ狋
＝－（γ２＋ｉΔ２）α２＋犓α０α


１ ，

ｄα

２

ｄ狋
＝－（γ２－ｉΔ２）α


２ ＋犓α


０α１

烅

烄

烆
．

（１５）

用线性化方程求得特征方程为（见附录Ｃ）

［（γ０＋λ）
２
＋Δ

２
０］［（γ１＋λ）

２
＋Δ

２
１］［（γ２＋λ）

２
＋Δ

２
２］－４α

０
０
２
α
０
１
２
α
０
２
２
＋［（γ０＋λ）

２
＋Δ

２
０］α

０
０
４
＋

［（γ１＋λ）
２
＋Δ

２
１］α

０
１
４
＋［（γ２＋λ）

２
＋Δ

２
２］α

０
２
４
－２［（γ０＋λ）

２
＋Δ

２
０］［（γ１＋λ）（γ２＋λ）＋Δ１Δ２］α

０
０
２
＋

２［（γ１＋λ）
２
＋Δ

２
１］［（γ０＋λ）（γ２＋λ）－Δ０Δ２］α

０
１
２
＋２［（γ２＋λ）

２
＋Δ

２
２］［（γ０＋λ）（γ１＋λ）－Δ０Δ１］α

０
２
２
－

２［（γ０＋λ）（γ１＋λ）－Δ０Δ１］α
０
０
２
α
０
１
２
－２［（γ０＋λ）（γ２＋λ）－Δ０Δ２］α

０
０
２
α
０
２
２
＋

２［（γ１＋λ）（γ２＋λ）＋Δ１Δ２］α
０
１
２
α
０
２
２
＝０． （１６）
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图１λ５ 和λ６ 随驱动场强度ε的变化曲线。（ａ）、（ｂ）为负实数λ５、λ６ 随ε的变化曲线（ε≤０．４）；（ｃ）、（ｄ）为λ５、λ６ 的

实部随ε的变化曲线（ε＞０．４）

Ｆｉｇ．１ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆλ５ａｎｄλ６ｖｅｒｓｕｓｉｎｐｕｔｆｉｅｌｄａｍｐｌｉｔｕｄｅε．（ａ）、（ｂ）Ｎｅｇａｔｉｖｅｒｅａｌｎｕｍｂｅｒλ５ａｎｄλ６ｖｅｒｓｕｓε

（ε≤０．４）；（ｃ）、（ｄ）ｒｅａｌｐａｒｔｓｏｆλ５ａｎｄλ６ｖｅｒｓｕｓε（ε＞０．４）

　　把有失谐时的稳态解即（７）～（９）式代入特征方

程（１６）式，取参数γ０＝０．１，γ１＝１．０，γ２＝２．０，Δ０＝

１．０，Δ１＝－５，Δ２＝－１０，犓＝１，取驱动场ε＝１２（阈

值εｔｈ≈７．２５），可以求得其六个特征值为：λ１＝０．３５

＋ｉ２．９０，λ２＝０．３５－ｉ２．９０，λ３＝０，λ４＝－１．８５，λ５＝

－２．５２＋ｉ６．０８，λ６＝－２．５２－ｉ６．０８。其中λ１ 和λ２

是一对共轭复数，由于它们的实部大于零，因而此时

系统的稳态解是不稳定的，即系统存在不稳定状态。

下面通过数值模拟来验证参数下系统的动力学

行为。为了便于计算，需要把复数方程（１）式转换成

实数方程，作如下变换：

狓＝
（α０＋α


０ ）

２
，狔＝

（α０－α

０ ）

２ｉ

狌＝
（α１＋α


１ ）

２
，狏＝

（α１－α

１ ）

２ｉ

犿＝
（α２＋α


２ ）

２
，狀＝

（α２－α

２ ）

２ｉ

烅

烄

烆
，

（１７）

则方程（１）式变换为以下实数方程组（犓＝１）：

ｄ狓
ｄ狋
＝－γ０狓＋Δ０狔－狌犿＋狏狀＋ε，

ｄ狔
ｄ狋
＝－γ０狔－Δ０狓－狌狀－狏犿，

ｄ狌
ｄ狋
＝－γ１狌＋Δ１狏＋狓犿＋狔狀，

ｄ狏
ｄ狋
＝－γ１狏－Δ１狌－狓狀＋狔犿，

ｄ犿
ｄ狋
＝－γ２犿＋Δ２狀＋狓狌＋狔狏，

ｄ狀
ｄ狋
＝－γ２狀－Δ２犿－狓狏＋狔狌

烅

烄

烆
．

（１８）

　　系统参数取为与求特征值λ时相同的参数，驱

动场强度ε＝１２，系统的初始条件取为：α
０
０＝０．１＋

ｉ０．１，α
０
１＝０．１＋ｉ０．１，α

０
２＝０．１＋ｉ０．１，图２（ａ）、（ｂ）、

（ｃ）分别为基模和两个亚谐波模的输出随时间的变
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化情况，从图中可以看出基模为周期输出，而两个亚

谐波模的输出是不稳定的。这与上述求得的特征值

所反映的系统状态相一致。

图２ 基模和两个亚谐波模的输出随时间的变化曲线。

（ａ）基模的周期输出；（ｂ）、（ｃ）两个亚谐波模的不稳

　　　　　　　　定输出（ε＝１２）

Ｆｉｇ．２ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｕｔｐｕｔｏｆｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｍｏｄｅａｎｄ

ｔｗｏｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｍｏｄｅｓｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ．（ａ）Ｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｏｕｔｐｕｔｏｆｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｍｏｄｅ；（ｂ）、（ｃ）ｉｎｓｔａｂｌｅ

　ｏｕｔｐｕｔｏｆｔｗｏｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｍｏｄｅｓ（ε＝１２）

４　结　　论

研究了非简并光学参变振荡器的不稳定性。在

共振和失谐两种情况下，分别求得了稳态解，并求出

了特征值。对于共振情况，不管参数如何选取，系统

总是处于稳定状态。对于失谐情况，选取的参数不

同，系统存在不稳定状态。通过数值模拟，得到了基

模的周期输出和两个亚谐波模的不稳定输出，这个

结果与理论分析结果相一致。
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附录犃　有失谐时的稳态解

有失谐时的稳态解满足

－（γ０＋ｉΔ０）α
０
０－犓α

０
１α
０
２＋ε＝０， （Ａ１）

－（γ１＋ｉΔ１）α
０
１＋犓α

０
０α
０
２
 ＝０， （Ａ２）

－（γ２＋ｉΔ２）α
０
２＋犓α

０
０α
０
１
 ＝０， （Ａ３）

由（Ａ２）、（Ａ３）式得

犓２ α
０
０

２
＝γ１γ２＋Δ１Δ２， （Ａ４）

即为基模的稳态解。令α００＝狓０＋ｉ狔０，α
０
１＝狓１＋ｉ狔１，α

０
２＝狓２＋ｉ狔２，则式（Ａ１）～（Ａ３）可写成

－γ０狓０＋Δ０狔０－犓（狓１狓２－狔１狔２）＋ε＝０， （Ａ５）

－（Δ０狓０＋γ０狔０）－犓（狓１狔２＋狓２狔１）＝０， （Ａ６）

－γ１狓１＋Δ１狔１＋犓（狓０狓２＋狔０狔２）＝０， （Ａ７）

－（Δ１狓１＋γ１狔１）＋犓（狓２狔０－狓０狔２）＝０， （Ａ８）

－γ２狓２＋Δ２狔２＋犓（狓０狓１＋狔０狔１）＝０， （Ａ９）

－（Δ２狓２＋γ２狔２）＋犓（狓１狔０－狓０狔１）＝０， （Ａ１０）

解得两个亚谐波的稳态解有

α
０
１

２

α
０
２

２ ＝
狓２１＋狔

２
１

狓２２＋狔
２
２

＝
Δ０γ２＋Δ２γ０

Δ０γ１＋Δ１γ０
， （Ａ１１）

由（Ａ５）式～（Ａ１０）式整理可得

犪犡－犫犢 ＝
εγ０

Δ
２
０＋γ

２
０

， （Ａ１２）

犫犡＋犪犢 ＝－
εΔ０

Δ
２
０＋γ

２
０

， （Ａ１３）

其中 犪＝
γ２

犓（狓２１＋狔
２
１）
＋
犓γ０

Δ
２
０＋γ

２
０

，

犫＝
Δ２

犓（狓２１＋狔
２
１）
－
犓Δ０

Δ
２
０＋γ

２
０

， （犃１４）

犡＝狓１狓２－狔１狔２，

犢 ＝狓１狔２＋狓２狔１． （Ａ１５）

解得第一个亚谐波的稳态解为

犓２ α
０
１

２
＝－（γ０γ２－Δ０Δ２）＋

Δ０γ２＋Δ２γ０

Δ０γ１＋Δ１γ０
·犓２ε２－（Δ０γ２＋Δ２γ０）槡

２， （Ａ１６）

由（Ａ１１）式两个亚谐波的稳态解关系可得，第二个亚谐波的稳态解为

犓２ α
０
２

２
＝－（γ０γ１－Δ０Δ１）＋

Δ０γ１＋Δ１γ０

Δ０γ２＋Δ２γ０
·犓２ε２－（Δ０γ１＋Δ１γ０）槡

２． （Ａ１７）

附录犅　共振时的特征方程求解

决定稳态解稳定性的特征值λ满足的特征方程为

－γ０－λ ０ －犓α
０
２ ０ －犓α

０
１ ０

０ －γ０－λ ０ －犓α
０
２
 ０ －犓α

０
１


犓α
０
２
 ０ －γ１－λ ０ ０ 犓α

０
０

０ 犓α
０
２ ０ －γ１－λ 犓α

０
０
 ０

犓α
０
１
 ０ ０ 犓α

０
０ －γ２－λ ０

０ 犓α
０
１ 犓α

０
０
 ０ ０ －γ２－λ

＝０， （Ｂ１）

上式可分解为

（γ０＋λ）（γ１＋λ）（γ２＋λ）－犓
２
α
０
０

２（γ０＋λ）＋犓
２
α
０
１

２（γ１＋λ）＋犓
２
α
０
２

２（γ２＋λ）±２犓
３
α
０
０ α

０
１ α

０
２ ＝０，（Ｂ２）

　　将（４）式的稳态解代入（Ｂ２）式，并将方程展开为

λ
３
＋犫λ

２
＋犮λ＋犱＝０， （Ｂ３）

的形式，其中

犫＝γ０＋γ１＋γ２，犮＝犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡 ２

，犱＝０或犱＝４犓ε γ１γ槡 ２－４γ０γ１γ２．

５３９１
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Ⅰ．当犱＝０时，

特征方程为　　　　　　　　　　　　λ
３＋犫λ

２＋犮λ＝０．

可求出相应的三个特征值为

λ１ ＝０，

λ２ ＝
１

２
［－（γ０＋γ１＋γ２）＋ （γ０＋γ１＋γ２）

２
－４犓ε（γ１＋γ２）／ γ１γ槡槡 ２］，

λ３ ＝
１

２
［－（γ０＋γ１＋γ２）－ （γ０＋γ１＋γ２）

２
－４Ｋε（γ１＋γ２）／ γ１γ槡槡 ２］． （Ｂ４）

Ⅱ．当犱＝４犓ε γ１γ槡 ２－４γ０γ１γ２时，令

λ＝犡－
犫
３
， （Ｂ５）

可将特征方程（Ｂ３）式化为

犡３＋狆犡＋狇＝０， （Ｂ６）

的形式，式中

狆＝犮－
犫２

３
＝犓ε

γ１＋γ２

γ１γ槡 ２

－
１

３
（γ０＋γ１＋γ２）

２，

狇＝２（
犫
３
）３－

犫
３
犮＋犱＝２（

γ０＋γ１＋γ２
３

）３－
γ０＋γ１＋γ２

３
犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡 ２

＋４犓ε γ１γ槡 ２－４γ０γ１γ２，

由（Ｂ５）和（Ｂ６）式求出另三个特征值为

λ４ ＝

３

－
狇
２
＋槡槡 δ＋

３

－
狇
２
－槡槡 δ－

犫
３
，

λ５ ＝－
１

２

３

－
狇
２
＋槡槡 δ＋

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ ＋

槡３
２
ｉ

３

－
狇
２
＋槡槡 δ－

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ －

犫
３
，

λ６ ＝－
１

２

３

－
狇
２
＋槡槡 δ＋

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ －

槡３
２
ｉ

３

－
狇
２
＋槡槡 δ－

３

－
狇
２
－槡槡（ ）δ －

犫
３
， （Ｂ７）

其中

δ＝
狇（ ）２

２

＋
狆（ ）３

３

＝
γ０＋γ１＋γ２（ ）３

３

４犓ε γ１γ槡 ２－４γ０γ１γ（ ）２ －
１

１２

γ０＋γ１＋γ２（ ）３

２

犓２ε
２ γ１＋γ２

γ１γ槡
（ ）

２

２

－

γ０＋γ１＋γ２（ ）３
犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡
（ ）

２

２犓ε γ１γ槡 ２－２γ０γ１γ（ ）２ ＋
１

３
犓ε
γ１＋γ２

γ１γ槡
（ ）

２

３

＋ ２犓ε γ１γ槡 ２－２γ０γ１γ（ ）２
２
．

附录犆　有失谐时的特征方程求解

假设δα犻和δα

犻 为稳态解附近小的扰动，则（１５）式的线性化方程为

（令Γ０＝γ０＋ｉΔ０，Γ１＝γ１＋ｉΔ１，Γ２＝γ２＋ｉΔ２）



狋

δα０

δα０

δα１

δα１

δα２

δα

熿

燀

燄

燅２

＝

－Γ０ ０ －犓α
０
２ ０ －犓α

０
１ ０

０ －Γ０ ０ －犓α
０
２
 ０ －犓α

０
１


犓α
０
２
 ０ －Γ１ ０ ０ 犓α

０
０

０ 犓α
０
２ ０ －Γ１ 犓α

０
０
 ０

犓α
０
１
 ０ ０ 犓α

０
０ －Γ２ ０

０ 犓α
０
１ 犓α

０
０
 ０ ０ －Γ

熿

燀

燄

燅

２

δα０

δα０

δα１

δα１

δα２

δα

熿

燀

燄

燅２

， （Ｃ１）

则决定稳态解稳定性的特征值λ的方程为

－Γ０－λ ０ －犓α
０
２ ０ －犓α

０
１ ０

０ －Γ０ －λ ０ －犓α
０
２
 ０ －犓α

０
１


犓α
０
２
 ０ －Γ１－λ ０ ０ 犓α

０
０

０ 犓α
０
２ ０ －Γ１ －λ 犓α

０
０
 ０

犓α
０
１
 ０ ０ 犓α

０
０ －Γ２－λ ０

０ 犓α
０
１ 犓α

０
０
 ０ ０ －Γ２ －λ

＝０， （Ｃ２）

６３９１
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以上特征方程化为

（Γ０＋λ）（Γ０ ＋λ）（Γ１＋λ）（Γ１ ＋λ）（Γ２＋λ）（Γ２ ＋λ）－４α
０
０

２
α
０
１

２
α
０
２

２
＋（Γ０＋λ）（Γ０ ＋λ）α

０
０

４
＋

（Γ１＋λ）（Γ１ ＋λ）α
０
１

４
＋（Γ２＋λ）（Γ２ ＋λ）α

０
２

４
－（Γ０＋λ）（Γ０ ＋λ）（Γ１ ＋λ）（Γ２＋λ）α

０
０

２
－

（Γ０＋λ）（Γ０ ＋λ）（Γ１＋λ）（Γ２ ＋λ）α
０
０

２
＋（Γ０＋λ）（Γ１＋λ）（Γ１ ＋λ）（Γ２＋λ）α

０
１

２
＋

（Γ０ ＋λ）（Γ１＋λ）（Γ１ ＋λ）（Γ２ ＋λ）α
０
１

２
＋（Γ０＋λ）（Γ１＋λ）（Γ２＋λ）（Γ２ ＋λ）α

０
２

２
＋

（Γ０ ＋λ）（Γ１ ＋λ）（Γ２＋λ）（Γ２ ＋λ）α
０
２

２
－（Γ０＋λ）（Γ１＋λ）α

０
０

２
α
０
１

２
－

（Γ０ ＋λ）（Γ１ ＋λ）α
０
０

２
α
０
１

２
－（Γ０＋λ）（Γ２＋λ）α

０
０

２
α
０
２

２
－（Γ０ ＋λ）（Γ２ ＋λ）α

０
０

２
α
０
２

２
＋

（Γ１ ＋λ）（Γ２＋λ）α
０
１

２
α
０
２

２
＋（Γ１＋λ）（Γ２ ＋λ）α

０
１

２
α
０
２

２
＝０．

将Γ０＝γ０＋ｉΔ０，Γ１＝γ１＋ｉΔ１，Γ２＝γ２＋ｉΔ２ 代入上式，得

［（γ０＋λ）
２
＋Δ

２
０］［（γ１＋λ）

２
＋Δ

２
１］［（γ２＋λ）

２
＋Δ

２
２］－４α

０
０

２
α
０
１

２
α
０
２

２
＋［（γ０＋λ）

２
＋Δ

２
０］α

０
０

４
＋

［（γ１＋λ）
２
＋Δ

２
１］α

０
１

４
＋［（γ２＋λ）

２
＋Δ

２
２］α

０
２

４
－２［（γ０＋λ）

２
＋Δ

２
０］［（γ１＋λ）（γ２＋λ）＋Δ１Δ２］α

０
０

２
＋

２［（γ１＋λ）
２
＋Δ

２
１］［（γ０＋λ）（γ２＋λ）－Δ０Δ２］α

０
１

２
＋２［（γ２＋λ）

２
＋Δ

２
２］［（γ０＋λ）（γ１＋λ）－Δ０Δ１］α

０
２

２
－

２［（γ０＋λ）（γ１＋λ）－Δ０Δ１］α
０
０

２
α
０
１

２
－２［（γ０＋λ）（γ２＋λ）－Δ０Δ２］α

０
０

２
α
０
２

２
＋

２［（γ１＋λ）（γ２＋λ）＋Δ１Δ２］α
０
１

２
α
０
２

２
＝０． （Ｃ３）
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