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强非局域介质中的二维自相似孤子波

陈粟宋
（顺德学院电子工程系，广东 顺德５２８３００）

摘要　利用自相似方法研究了强非局域介质中的二维孤子波，得到了强非局域薛定谔方程的精确自相似解，该解

可以用惠克斯函数来描述。研究表明，在该种介质中存在孤子群，以自相似的方式传输，通过选择光孤子参数，高

阶光孤子可以存在不同的形式，如高斯光孤子族、涡旋光孤子族、对称性单层光孤子族和多层光孤子族、不对称单

层光孤子族和多层光孤子族。通过数值模拟，进一步证明孤子群在传输过程中的稳定性。
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１　引　　言

空间光束在非线性介质中传输时，一方面由于

衍射效应而展宽；另一方面由于非线性效应而压缩，

当衍射效应和非线性效应相互抵消时，光束能够保

持稳定传输，形成空间光孤子。根据传输介质对作

用在其上的光场的非线性响应局域程度的不同，可

分为局域、弱非局域、一般非局域与强非局域介

质［１］。非局域空间光孤子就是存在于非局域介质中

的空间光孤子。在非线性介质中，非局域是自然界

普遍存在的现象［１～６］。研究表明，在克尔光非线性

介质中，具有任意对称非局域非线性形状的局域波

包，都可以用一般的非局域非线性薛定谔方程

（ＮＮＳＥ）来描述。在高维非线性克尔介质中，非局

域能阻止光束坍塌，在一定条件下使孤子波在该种

介质中稳定传输［１，７］。

Ｓｎｙｄｅｒ等提出了强非局域非线性介质中的空

间光孤子的线性模型（即所为的ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模

型），大大推动了非局域空间光孤子的研究。而后从

ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型出发，兴起了空间光孤子的研

究热潮［８～１３］。

本文利用自相似方法，得到了ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模

型的精确解，与文献［７］有所不同，文献［７］中的解仅

是本文解的一个特例（即本文狀＝０和犿＝０的情况），

即所谓的基本孤子解。虽然ＡｌｅｘａｎｄｅｒＩ．Ｙａｋｉｍｅｎｋｏ

等［１４］研究了非局域非线性自聚焦介质中稳定的涡旋

孤子，其结果是本文中狇＝１，狀＝０，犿＝１情况，并在传

输过程中显现出不稳定性，并且未讨论高阶涡旋孤

子。文献［１５］利用实验和数值模拟的方法研究了偶

极子、三极子、四极子和单层多极孤子，目前还没有人

研究多层多极孤子和不对称缺陷孤子。

２　强非局域薛定谔方程的自相似解

在傍轴近似条件下，沿狕轴方向传输的光束，其

复振幅狌（狉，狕）可以用非线性薛定谔方程来描述，归
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一化形式为［１，８］

ｉ
狌

狕
＋
１

２

２
⊥狌＋犖（犐）狌＝０， （１）

式中
２
⊥
为横向拉普拉斯算符，狉＝（狓，狔）＝（狉，θ）

为径向坐标，犐＝ 狌 ２。非线性项犖（犐）一般具有非

局域非线性形式［９］：

犖（犐）＝∫
＋∞

－∞

犚（狉－狉′）犐（狉′）ｄ
２狉′， （２）

式中响应函数犚（狉）具有对称的正实函数形式，满足

归一化条件∫犚（狉）ｄ
２狉＝１。当响应函数犚（狉）远宽于

强度分布函数犐（狉）时，非线性项变成与响应函数成

正比，犖（犐）≈－犘犚（狉），犘为光束的功率。假定在坐

标原点强度分布显现为峰值，通过泰勒展开，可以获

得犖（犐）≈－犘（犚０＋犚２狉
２），这里犚０ ＝犚（狉＝０），

犚２ ＝ｄ
２犚（狉）／ｄ狉２ 狉＝０。在这种情况下，强非局域薛

定谔方程简化成具有谐振势的非线性薛定谔方程。

Ｓｎｙｄｅｒ和Ｍｉｔｃｈｅｌｌ甚至把非线性项认为与非线性功

率函数成正比，即Δ犖（犐）≈－α
２（犘）狉２，即人们所称

的ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型
［７］。虽然这个模型是线性

的，但仍把它看作处理强非局域非线性孤子传输的

有效工具，可以用来解释自然界中的许多强非局域

非线性现象［１０，１１］。

在二维强非局域非线性介质中，光脉冲的传输

行为可以用ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型来描述，归一化形

式为［１，７］

ｉ
狌

狕
＋
１

２

２
⊥狌－狊狉

２狌＝０， （３）

式中狕是传播方向，狊（＞０）是与α
２（犘）成正比的参

数。犘为等于初始功率的一个常数犘０。（３）式第二项

代表介质的衍射效应而第三项来源于光的非线性效

应。在极坐标系中拉普拉斯算符可以表为


２
⊥＝

１

狉


狉
狉


（ ）狉 ＋１狉２ 
２

φ
２
，

φ为方向角，狉
２
＝狓

２
＋狔

２。对（３）式进行分离变量

狌（狕，狉，φ）＝犝（狕，狉）Φ（φ），可以得到如下方程

ｄ２Φ
ｄφ

２＋犿
２
Φ＝０， （４ａ）

ｉ
犝

狕
＋
１

２狉


狉
狉
犝

（ ）狉 －
犿２

２狉２
犝－狊狉

２犝 ＝０，（４ｂ）

式中犿为实常数。从（４ａ）式可以得到：

Φ犿（φ）＝ｃｏｓ犿φ＋ｉ狇ｓｉｎ犿φ，

这里狇（０≤狇≤１）是为了描述光强调制深度而引入

的一个物理量［４］。（４ｂ）式的光（复）场可以定义为

犝（狕，狉）＝犃（狕，狉）ｅｘｐ［ｉ犅（狕，狉）］，式中犃（狕，狉，）和

犅（狕，狉）是实函数。把犝（狕，狉）代入（４ｂ）式，把虚部

和实部进行分离并令每一部分为零，可以得到耦合

方程

－
犅

狕
＋
１

２

１

犃

２犃

狉
２ －

犅

（ ）狉
２

＋
１

狉犃
犃

［ ］狉 －
犿２

２狉２
－狊狉

２
＝０， （５）

１

犃
犃

狕
＋
１

２

２

犃
犅

狉
犃

狉
＋

２犅

狉
２ ＋

１

狉
犅

（ ）狉 ＝０． （６）

为了寻找（４ｂ）式的自相似解，引入变换犃（狕，狉）＝
犽犘０
狑（狕）

犉（θ）和犅（狕，狉）＝犪（狕）＋犫（狕）狉＋犮（狕）狉
２，式中犽为

归一化常数，狑（狕）为光束的束宽，犘０为初始光束的功率，θ（狕，狉）为实自相似变量，犪（狕）为相位失配，犫（狕）为

频移，犮（狕）为波前曲率，它们都是传输距离的函数。把犃（狕，狉）和犅（狕，狉）代入（６）式，展开成狉的多项式并令

其系数为零，经对称化，可以得到：θ（狕，狉）＝
狉２

狑２
，犫（狕）＝０和犮（狕）＝

１

２狑
ｄ狑
ｄ狕
。考虑到以上各式，并代入（５）式，

可以产生犉（θ）的微分方程

－
狑２

２

ｄ犪
ｄ狕
犉＋

ｄ犉
ｄθ
＋θ

ｄ２犉

ｄθ
２ ＋
狑２

２
－
狑
２

ｄ２狑

ｄ狕２
－狊狑（ ）２［ ］犉 －犿

２犉
４θ

＝０． （７）

引入另外一个的变换犉（θ）＝θ－
１／２
犳（θ），（７）式可以转换为

ｄ２犳
ｄθ
２ ＋

狑２

２
－
狑
２

ｄ２狑

ｄ狕２
－狊狑（ ）２ －１θ

狑２

２

ｄ犪
ｄ狕
＋
１

θ
２

１－犿
２

［ ］４
犳＝０． （８）

假设

狑２

２
－
狑
２

ｄ２狑

ｄ狕２
－狊狑（ ）２ ＝－１４， （９）

－
狑２

２

ｄ犪
ｄ狕
＝狀． （１０）

４５６１
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（８）式可以简化为

ｄ２犳
ｄθ
２ ＋ －

１

４
＋
狀

θ
＋
１－犿

２

４θ［ ］２ 犳＝０． （１１）

式中狀＝０，１，２… 是描述光束径向分布而引入的一

个物理参数。（１１）式即惠克特微分方程，它的解是

一般的惠克特多项式［１６］，即

犳（θ）＝犠狀犿（θ）＝
ｅｘｐ（－θ／２）θ

狀

Γ（１／２－狀＋２犿）
×

∫
∞

０

τ
－狀－１／２＋２犿 １＋

τ（ ）θ
狀－１／２＋２犿

ｅｘｐ（－τ）ｄτ，

其中Γ为伽玛函数。（９）式可写成

１

２

ｄη
ｄ（ ）狕

２

＋
２狊狑４

０（η
２
－１）（η

２
－λ）

η
２ ＝０．（１２）

式中η＝狑／狑０，λ＝１／（２狊狑
４
０）。这里的下标“０”代表

在狕＝０相对应物理量的初始值．取η（狕）狕＝０＝１和

ｄη（狕）／ｄ狕 狕＝０ ＝０，对（１２）式积分一次可以得到

狑２ ＝狑
２
０ １＋（λ－１）ｓｉｎ

２（２槡狊狑
２
０狕［ ］）． （１３）

从（１０）式和波前曲率的定义可以得到

犮（狕）＝
槡狊狑

２
０（λ－１）ｓｉｎ（４槡狊狑

２
０狕）

２１＋（λ－１）ｓｉｎ
２（２槡狊狑

２
０狕［ ］）

， （１４ａ）

犪（狕）＝犪０－
狀ａｒｃｔａｎ槡λｔａｎ（２槡狊狑

２
０狕［ ］）

狊槡λ狑
２
０

，　（１４ｂ）

把以上分析进行组合，最后可以的到（３）式的自相似

精确呼吸子解

狌狀犿（狕，狉，φ）＝
犽犘０
狉
（ｃｏｓ犿φ＋ｉ狇ｓｉｎ犿φ）×

犠狀犿（狉
２／狑２）ｅｘｐ｛ｉ［犪（狕）＋犮（狕）狉

２］｝， （１５）

式中狑（狕），犪（狕），犮（狕）由（１３）式和（１４）式决定，犽＝

狀！

Γ（狀＋犿＋１槡 ）
。

从（１３）式可见，当λ＝１时，衍射刚好与非线性相

互抵消，这时狑＝狑０，束宽与传输距离无关，形成所

谓的线性孤子（Ａｃｃｅｓｓｉｂｌｅｓｏｌｉｔｏｎ）
［７］。其他孤子参数

可以简化为狑＝狑０，犮＝０和犪（狕）＝犪０－２狀狕／狑
２
０。从

而得到（３）式的自相似孤子解

狌ｓｏｌ狀犿（狕，狉，φ）＝
犽犘０
狉
（ｃｏｓ犿φ＋ｉ狇ｓｉｎ犿φ）×

犠狀犿（狉
２／狑２０）ｅｘｐ［ｉ（犪０－２狀狕／狑

２
０）］． （１６）

３　结果分析与讨论

在（１６）式描述二维空间孤子，由二个参数狀，犿

进行描述。当控制某一参数时，这些孤子有相似的

特征，形成孤子族。对于选定孤子参数某一特定值，

将分析二维空间孤子的光强、孤子的零点位置

（狌狀犿＝０）和极值点位置（ｄ狌狀犿／ｄ狉＝０）的分布，在这

里选择初始条件狑０＝１，犘０＝１。

３．１　精确解与数值模拟的比较

（１５）式是（３）式的精确呼吸子解，但对于（１）式

而言仅仅是一个近似解。图１是在极坐标中精确呼

吸子解（１５）式与（１）式数值模拟的比较。初始输入

脉冲取如下形式：

狌０１（０，狉，φ）＝
犽犘０狉

狑２
０

（ｃｏｓφ＋ｉ狇ｓｉｎφ）×

ｅｘｐ －
狉２

２狑２０
＋ｉ犪（ ）０ ． （１７）

并假设在（２）式中所选用的材料的响应函数为高斯

分布：

犚（狉－狉′）＝
１

πσ
２
０

ｅｘｐ －
狉－狉′

２

σ（ ）２
０

，

取σ０＝１００，即在强非局域范围之内。图１是狇＝０条

件下对于不同的λ，精确呼吸解（１５）式与（１）式数值

解的比较，图中π／６，π／４，π／３，π／２为２槡狊狑
２
０狕的取

值，它代表１／４周期的呼吸子振荡特性。（１）式的数

值解证实了在强非局域范围内呼吸子传输的稳定

性，坍塌行为不可能发生。可以看到，精确解是稳定

的并与数值解吻合。

从图１可以看出，当λ＜１时，光波包从初始位

置的２个大花瓣变成在２槡狊狑
２
０狕＝π／２位置的小花

瓣，其间隔随传输距离的增大而增大。相反，当λ＞１

时，光波包变大，它们之间的间隔随传输距离的增大

而减小。孤子成周期性的扩张／收缩变化，二花瓣之

间的间隔随传输距离显现周期性的振荡。

３．２　 一般的二维空间孤子族（犿 是非负整数）

３．２．１　 高斯孤子族（犿＝０）

当犿＝０时，（１３）式可以描述高斯孤子族。图２

是精确解（１６）式在不同孤子参数狀条件下高斯孤子

族的比较。该类孤子族沿径向有狀个零点和狀＋１极

值点。狀越大，径向半径也越大。最大光强位于中心

位置。显然，当二个参数都为零时，它们形成一个亮

圆环，称为基本高斯孤子，这正是文献［７］所讨论精

确孤子解（１６）式的特殊情况。

３．２．２　 涡旋孤子族（狇＝１，犿＞０）

对犿＞０和狇＝１，存在涡旋孤子族。图３列举了

该类孤子族的一些例子。可以看到，对于相同的犿，

参数狀越大，孤子族的径向半径越长。径向存在狀＋１

个零点和狀＋１个极值点，但在中心位置的光强为

零。文献［１４］仅讨论了涡旋孤子只有一个零点和一

个极值的情况，其它高阶涡旋孤子并未涉及。
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图１ 光波包狌０１对不同λ，数值解与数值模拟的比较。（ａ）初始光剖面；（ｂ）（１５）式的精确解；（ｃ）（１）式的数值模拟

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅ狌０１ｗａｖｅｐａｃｋｅｔ，ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔλ．

（ａ）Ｉｎｉｔｉａｌｂｅａｍｐｒｏｆｉｌｅ；（ｂ）ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（１５）；（ｃ）ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＥｑ．（１）

图２ 当犿＝０时对不同的狀解析解的比较。（ａ）高斯孤子族的零点和极值点分布；（ｂ）光强分布

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狀ａｎｄ犿＝０．（ａ）Ｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｚｅｒｏ

ｐｏｉｎｔａｎｄｅｘｔｒｅｍｅｐｏｉｎｔ；（ｂ）ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＧａｕｓｓｉａｎｓｏｌｉｔｏｎｆａｍｉｌｙ
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图３ 当狇＝１，犿＝１时，涡旋孤子族特性比较。（ａ）涡旋孤子族的零点和极值点分布；（ｂ）光强分布

Ｆｉｇ．３ Ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｖｏｒｔｅｘｒｉｎｇｓｏｌｉｔｏｎｆａｍｉｌｙｗｉｔｈ狇＝１，犿＝１．（ａ）Ｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｚｅｒｏｐｏｉｎｔａｎｄ

ｅｘｔｒｅｍｅｐｏｉｎｔ；（ｂ）ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

３．２．３　多极孤子族（狇＝０，犿≠０的正整数）

对于孤子参数犿≠０和狇＝０，取不同的孤子参

数（狀，犿），观察到了多极孤子族。它包含单层（狀＝

０，犿≠０）和多层（狀为正整数，犿≠０）多极孤子。图

４为一些典型例子。

从多极孤子族可以看到一些非常有趣的现象：

孤子随方向角作有规律的分布。当犿 足够大时，这

些亮点形成美丽的孤子环。每一层亮点数由犿 决

定，孤子环的层数由狀决定。它们形成狀＋１层，总

亮点数为２犿（狀＋１）。

图４ 不同孤子参数的光强分布

Ｆｉｇ．４ Ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｏｌｉｔｏｎｓ

３．３　缺陷孤子族（犿＞０的分数）

对于具有不同的整数狀和狇＝０以及犿＞０的

分数，图５画出了一些光场和光强分布的例子。把

这类孤子族称为缺陷孤子族［１７］。

图５（ａ）是典型缺陷半圆环孤子族。可以看到，

光场在一边非常强，而另外一端则非常弱。它们形

成狀＋１层。当狇＝０和犿（＞１）为非整数时，可以发

现不对称多极孤子族。它也包含单层和多层缺陷多

极孤子。图５（ｂ）、图５（ｃ）作出几个有趣的例子。每

一层亮点数由犿决定，孤子环的层数由狀决定。它

们形成狀＋１层，总亮点数为（２犿－１）（狀＋１）。
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图５狇＝０时缺陷孤子族的典型例子

Ｆｉｇ．５ Ｅｘａｍｐｌｅｓｏｆｄｅｆｅｃｔｓｓｏｌｉｔｏｎｆａｍｉｌｙｗｉｔｈ狇＝０

４　结　　论

利用自相似方法得到了二维强非局域薛定谔方

程的自相似解。发现了在二维强非局域介质中存在

稳定空间线性光孤子族。在合适的条件下，强非局

域会引起在区域内介质折射率的变化，导致二维高

斯光孤子族、涡旋光孤子族、对称环路光孤子族和缺

陷光孤子族的形成。
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