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带有完美匹配层的光波导中模式的渐近解
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摘要　对带有完美匹配层（ＰＭＬ）的光波导，通过 Ｗ．Ｋ．Ｂ．方法，得到了关于波的模式的近似非线性方程。通过对

该非线性方程进行渐近分析，得到了完美匹配层对波的各种模式的影响，推导出泄漏模的渐近解和Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的

渐近解。理论结果表明，对于光波导的横电（ＴＥ）模，泄漏模的渐近解和开放的波导是相同的，而对于横磁（ＴＭ）

模，泄漏模的渐近解和开波导会有所不同；当上下包层的折射率不同时，Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的轨迹会有两条，而折射率相

同时Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的轨迹只有一条。数值模拟表明，泄漏模及Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解在其精确解附近，且随着模的增

大，误差越来越小。
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１　引　　言

在光通信、光传感和光信息处理中，光波导是光

集成器件中最基本的器件。在光波导中传播计算的

方法有有限元、时域有限差分方法以及子域合成

法［１］、模式匹配法［２］等。在波的传播计算中，泄漏模

非常重要，它代表消逝模和辐射模的连续谱。对于

开放的光波导，现在比较有效的方法是采用完美匹

配层（ＰＭＬ）
［３，４］把开放的波导区域截断为有界的区

域，在采用了完美匹配层之后，除了传播模和泄漏模

之外，还会产生一种模，称之为Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模；同时完

美匹配层的采用还会对泄漏模产生一定的影响。对

于横变量方向一边无界的两层波导，ＲｏｇｉｅｒＨｅ

等［５～７］推导出了关于泄漏模及ＰＭＬ模的近似解，

ＧａａｌＳｚａｂｏｌｃｓＢ等
［８］给出了二维分层介质ＰＭＬ模

的解。对于两边均无界的三层平板光波导，在折射

率为分段常量时，可通过一个非线性方程推导出泄
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漏模的渐近解［９］；然而在很多情况下折射率会变化

的［１０］，有时还可能是复数［１１］。在折射率随横变量变

化时，通过应用Ｗ．Ｋ．Ｂ方法得到泄漏模的渐近

解［１２］；这些渐近解可作为瑞利（Ｒａｙｌｅｉｇｈ）商迭代的

初值求解更精确的泄漏模。

本文推导了采用完美匹配层之后横电（ＴＥ）波

和横磁（ＴＭ）波泄漏模的渐近解，给出了Ｂｅｒｅｎｇｅｒ

模的渐近公式。

２　基本方程

对于二维折射率可变的光波导，中间为芯层，上

下为包层，折射率为

狀（狓）＝

狀１（狓）， 狓＜０

狀２（狓）， 狓＞犱

狀０（狓）， ０＜狓＜

烅

烄

烆 犱

（１）

式中犱为芯层的厚度，狀０（狓）为芯层折射率，狀２（狓）

为上包层折射率，狀１（狓）下包层折射率。记

狀０（０）＝狀０（０
＋）， 狀０（犱）＝狀０（犱

－），

狀１（０）＝狀１（０
－）， 狀２（犱）＝狀２（犱

＋），

′狀０（０）＝ ′狀０（０
＋）， ′狀０（犱）＝ ′狀０（犱

－），

′狀１（０）＝ ′狀１（０
－）， ′狀２（犱）＝ ′狀２（犱

＋）．

　　 要数值求解光波导上下无界的亥姆霍兹

（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）方程，必须在狓方向进行截断，需应用

ＰＭＬ技术，在数学上它相当于作一个坐标变换：

狓^＝∫
狓

０

犳（狋）ｄ狋。在三层波导中，

犳（狋）＝１＋ｉσ（狋），

σ（狋）＝

犮１
狋３１
１＋狋

２
１

，

犮２
狋３２
１＋狋

２
２

，

０

烅

烄

烆 ，

（２）

式中

狋１ ＝
狓－犱１
犱２－犱１

， 犱１ ≤狓≤犱２

狋２ ＝
狓－犱４
犱３－犱４

， 犱４ ≤狓≤犱３

犱３ ≤狓≤犱１

犱１ 为上包层厚度，犱２ 为上ＰＭＬ层厚度，犱３ 为下包

层厚度，犱４ 为下ＰＭＬ层厚度。

对于三层波导，在加了ＰＭＬ之后，原 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ

方程为

狌狕狕＋ρ０


狓

１

ρ０

狌

（ ）狓 ＋κ２０狀２０（狕，狓）狌＝０， ０≤狓≤犱

狌狕狕＋ρ１


狓

１

ρ１

狌

（ ）狓 ＋κ２０狀２１（狕，狓）狌＝０， 犱３ ≤狓≤０

狌狕狕＋ρ２


狓

１

ρ２

狌

（ ）狓 ＋κ２０狀２２（狕，狓）狌＝０， 犱≤狓≤犱１

狌狕狕＋ ρ１
１＋ｉσ（狓）



狓

１

ρ１［１＋ｉσ（狓）］
狌

｛ ｝狓 ＋κ２０狀２１（狕，狓）狌＝０， 犱４ ≤狓≤犱３
狌狕狕＋ ρ２

１＋ｉσ（狓）


狓

１

ρ２［１＋ｉσ（狓）］
狌

｛ ｝狓 ＋κ２０狀２２（狕，狓）狌＝０， 犱１ ≤狓≤犱２
狌（狕，犱－）＝狌（狕，犱＋），

１

ρ０

狌

狓
（狕，犱－）＝

１

ρ２

狌

狓
（狕，犱＋），

狌（狕，０－）＝狌（狕，０＋），

１

ρ０

狌

狓
（狕，０＋）＝

１

ρ１

狌

狓
（狕，０－），

狌（狕，犱２）＝０，

狌（狕，犱４）＝０

烅

烄

烆 ，

（３）

当ρ犻 ＝１（犻＝１，２，３）时为ＴＥ波，当ρ犻 ＝狀
２
犻（狓）（犻＝１，２，３）时为ＴＭ波。

令狌＝（狓）ｅｘｐ［ｉ（槡犽狕－ω狋）］，这里犽是传播常数，ω是角频率，并且设狀（狕，狓）＝狀（狓），得到对应的 算子的

特征问题变为

０６４１
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ρ０


狓

１

ρ０


（ ）狓 ＋κ２０狀２０（狓）＝λ， ０≤狓≤犱

ρ１


狓

１

ρ１


（ ）狓 ＋κ２０狀２１（狓）＝λ， 犱３ ≤狓≤０

ρ２


狓

１

ρ２


（ ）狓 ＋κ２０狀２２（狓）＝λ， 犱≤狓≤犱１

ρ１
１＋ｉσ（狓）



狓

１

ρ１［１＋ｉσ（狓）］

［ ］狓 ＋κ

２
０狀
２
１（狓）＝λ， 犱４ ≤狓≤犱３

ρ２
１＋ｉσ（狓）



狓

１

ρ２［１＋犻σ（狓）］

［ ｝狓 ＋κ２０狀２２（狓）＝λ， 犱１ ≤狓≤犱２

（犱－）＝（犱＋），

１

ρ０


狓
（犱－）＝

１

ρ２


狓
（犱＋），

（０－）＝（０＋），

１

ρ０


狓
（０＋）＝

１

ρ１


狓
（０－），

（犱２）＝０，

（犱４）＝０

烅

烄

烆 ，

（４）

３　带有ＰＭＬ的光波导ＴＥ波渐近解的研究

ＴＥ波算子的特征的通解可通过 Ｗ．Ｋ．Ｂ．方法得出，在应用边界条件及界面条件后，可以得到

ｅｘｐ２ｉ∫
犱

０

κ
２
０狀
２
０（狋）－槡 犽ｄ［ ］狋 ＝

γ０犱＋γ２犱＋（γ２犱－γ０犱）ｅｘｐ２ｉ∫

犱
２

犱

κ
２
０狀
２
２（狋）－槡 犽［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋

γ０犱－γ２犱－（γ２犱＋γ０犱）ｅｘｐ２ｉ∫

犱
２

犱

κ
２
０狀
２
２（狋）－槡 犽［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋

×

γ００－γ１０－（γ００＋γ１０）ｅｘｐ２ｉ∫

犱
４

０

κ
２
０狀
２
１（狋）－槡 犽［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋

γ００＋γ１０＋（γ１０－γ００）ｅｘｐ２ｉ∫

犱
４

０

κ
２
０狀
２
２（狋）－槡 犽［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋

， （５）

式中犱^２＝犱２＋ｉ∫

犱
２

０

σ（狋）ｄ狋，^犱４＝犱４＋ｉ∫

犱
４

０

σ（狋）ｄ狋，γ００＝ κ
２
０狀
２
０（０）－槡 犽，γ１０＝ κ

２
０狀
２
１（０）－槡 犽，γ２犱 ＝ κ

２
０狀
２
２（犱）－槡 犽，

γ０犱 ＝ κ
２
０狀
２
０（犱）－槡 犽。

（５）式可变为

γ０犱＋ｉｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱）］γ２犱＋κ
２
０狀２（犱）′狀２（犱）／（２γ

２
２犱）－κ

２
０狀０（犱）′狀０（犱）／（２γ

２
０犱）

γ０犱－ｉｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱））γ２犱－κ
２
０狀２（犱）′狀２（犱）／（２γ

２
２犱）＋κ

２
０狀０（犱）′狀０（犱）／（２γ

２
０犱）
＝

ｅｘｐ２ｉ∫
犱

０

κ
２
０狀
２
０（狋）－槡 犽ｄ［ ］狋γ００＋ｉｃｏｔ［γ１０（^犱４）］γ１０＋κ

２
０狀１（０）′狀１（０）／（２γ

２
１０）－κ

２
０狀０（０）′狀０（０）／（２γ

２
００）

γ００－ｉｃｏｔ［γ１０（^犱４）］γ１０－κ
２
０狀１（０）′狀１（０）／（２γ

２
１０）＋κ

２
０狀０（０）′狀０（０）／（２γ

２
００）
， （６）

更进一步得到

ｃｏｔ（γ０犱犱）＝
γ００γ０犱＋γ２犱γ１０ｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱）］ｃｏｔ（γ１０^犱４）

－γ０犱γ１０ｃｏｔ（γ１０^犱４）＋γ２犱γ００ｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱）］
， （７）

即

γ０犱γ１０ｃｏｔ（－γ１０^犱４）ｃｏｔ（γ０犱犱）＋γ００γ２犱ｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱）］ｃｏｔ（γ０犱犱）＝

γ００γ０犱＋γ２犱γ１０ｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱）］ｃｏｔ（γ１０^犱４）， （８）
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令犽＝犽狀 ＝ 犽狀 ｅｘｐ（ｉθ狀），因此

γ１０ ＝ 犽狀
１／２ｅｘｐ［ｉ（θ狀－π）／２］ １－κ

２
０狀
２
１（０）／犽槡 狀，

－犱^４ ＝犱^２－犱＝ 犱^４ ｅｘｐ（ｉθ），

－γ１０^犱４ ＝ 犱^４ 犽狀
１／２ｅｘｐ｛ｉ［（θ狀－π）／２＋］｝ １－κ

２
０狀
２
１（０）／犽槡 狀，

γ２犱（^犱２－犱）＝ 犱^２－犱 犽狀
１／２ｅｘｐ｛ｉ［（θ狀－π）／２＋］｝ １－κ

２
０狀
２
２（犱）／犽槡 狀，

如果－γ１０^犱４，γ２犱（^犱２－犱）和γ０犱犱虚部都趋向于无穷，由（８）式会矛盾，因此这三个量的虚部不能同时都趋向

于无穷，这样就有以下两种情况：

１）θ狀 →θ＝π，得到和开波导一致的结果
［１２］。

２）θ狀 →θ＝π－２时得到

［ｉγ００＋γ１０ｃｏｔ（－γ１０^犱４）］｛ｉγ０犱＋γ２犱ｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱）］｝＝０，

由此得出

ｃｏｔ（－γ１０^犱４）＝－ｉ（γ００／γ１０）， （９）

ｃｏｔ［γ２犱（^犱２－犱）］＝－ｉ（γ０犱／γ２犱）， （１０）

由（９）式可以得到狑犲狑 ＝±ｉ（犪０／２） δ槡１０
［１３］，狑＝犪０γ１０＋犪２／γ

２
１０＋犪３／γ

３
１０＋…，犪０＝－ｉ^犱４，犫２＝δ１０／４，犫４＝

δ
２
１０／３２，犪２ ＝犫２，犪３ ＝－犪２／犪０，犪４ ＝－（犪０犫４－犪３）／犪０，δ１０ ＝κ

２
０［狀

２
０（０）－狀

２
１（０）］。

由于δ１０ 已知，可求得狑，由狑＝犪０γ１０＋犪２／γ
２
１０＋犪３／γ

３
１０＋…，当只取第一项时得到主要渐近公式为

γ１０ ＝狑／犪０， （１１）

从而求出γ１０，由γ１０ ＝ κ
２
０狀
２
１（０）－槡 犽进而可求得犽的渐近解。

由（１０）式可以得到狑ｅ狑 ＝±ｉ（^犪０／２） δ２槡 犱，这里狑＝犪^０γ２犱 ＋^犪２／γ
２
２犱 ＋^犪３／γ

３
２犱＋…，^犪０＝ｉ（^犱２－犱），^犫２＝

δ２犱／４，^犫４ ＝－δ
２
２犱／３２，^犪２ ＝^犫２，^犪３ ＝－犪^２／^犪０，^犪４ ＝－ （^犪０^犫４－犪^３）／^犪０，δ２犱 ＝κ

２
０［狀

２
０（０）－狀

２
２（犱）］。由于δ２犱 已知，

可求得狑，由狑＝犪^０γ２犱＋犪^２／γ
２
２犱＋犪^３／γ

３
２犱＋…，当只取其第一项时，得到主要的近似项：

γ２犱 ＝狑／^犪０， （１２）

从而求出γ２犱，由三γ２犱 ＝ κ
２
０狀
２
２（犱）－槡 犽进而可求得犽的渐近解。

４　带有ＰＭＬ的光波导ＴＭ波渐近解

ＴＭ波对应的算子的特征问题中，令狀（狓）＝（狓）狆（狓），应用 Ｗ．Ｋ．Ｂ方法及上述条件并经过一系列

变化后可得到

ｅｘｐ２ｉ∫
犱

０

狊０（狋）ｄ［ ］狋 ＝
ｉ
狊０（犱）

狀２０（犱）
－
′狀０（犱）

狀３０（犱）
＋
′狀２（犱）

狀３２（犱）
＋ｉ
狊２（犱）

狀２２（犱）
ｉｃｏｔ∫

犱
２

犱

狊２（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋

ｉ
狊０（犱）

狀２０（犱）
＋
′狀０（犱）

狀３０（犱）
－
′狀２（犱）

狀３２（犱）
－ｉ
狊２（犱）

狀２２（犱）
ｉｃｏｔ∫

犱
２

犱

狊２（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋
×

ｉ
狊０（０）

狀２０（０）
＋
′狀０（０）

狀３０（０）
－
′狀１（０）

狀３１（０）
－ｉ
狊１（０）

狀２１（０）
ｉｃｏｔ∫

犱
４

０

狊１（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋

ｉ
狊０（０）

狀２０（０）
－
′狀０（０）

狀３０（０）
＋
′狀１（０）

狀３１（０）
＋ｉ
狊１（０）

狀２１（０）
ｉｃｏｔ∫

犱
４

０

狊１（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋
， （１３）

式中

狊０（狋）＝ κ
２
０狀
２
０（狋）＋″γ０（狋）－［′γ０（狋）］

２
－槡 犽，狊１（狋）＝ κ

２
０狀
２
１（狋）＋″γ１（狋）－［′γ１（狋）］

２
－槡 犽，

狊２（狋）＝ κ
２
０狀
２
２（狋）＋″γ２（狋）－［′γ２（狋）］

２
－槡 犽，

γ０（狓）＝ｌｎ［狀０（狓）］，　　γ１（狓）＝ｌｎ［狀１（狓）］，　γ２（狓）＝ｌｎ［狀２（狓）］．

令 狆１ ＝ｉ
狊０（犱）

狀２０（犱）
，　狇１ ＝

′狀０（犱）

狀３０（犱）
－
′狀２（犱）

狀３２（犱）
－ｉ
狊２（犱）

狀２２（犱）
ｉｃｏｔ∫

犱
２

犱

狊２（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋 ，
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狆２ ＝ｉ
狊０（０）

狀２０（０）
，　狇２ ＝

′狀０（０）

狀３０（０）
－
′狀１（０）

狀３１（０）
－ｉ
狊１（０）

狀２１（０）
ｉｃｏｔ∫

犱
４

０

狊１（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋 ，

可得到 ｃｏｔ∫
犱

０

狊０（狋）ｄ［ ］狋 ＝ｉ狆１狆２－狇１狇２狆１狇２－狆２狇１
， （１４）

和ＴＥ波推导情况相同，可以得到以下三种情况：

１）ｅｘｐ２ｉ∫
犱

０

狊０（狋）ｄ［ ］狋 ＝
ｉ
狊０（犱）

狀２０（犱）
－
′狀０（犱）

狀３０（犱）
－
′狀２（犱）

狀３２（犱）
－ｉ
狊２（犱）

狀２２（犱［ ］）
ｉ
狊０（犱）

狀２０（犱）
＋
′狀０（犱）

狀３０（犱）
－
′狀２（犱）

狀３２（犱）
－ｉ
狊２（犱）

狀２２（犱［ ］）
×

ｉ
狊０（０）

狀２０（０）
＋
′狀０（０）

狀３０（０）
－
′狀１（０）

狀３１（０）
＋ｉ
狊１（０）

狀２１（０［ ］）
ｉ
狊０（０）

狀２０（０）
－
′狀０（０）

狀３０（０）
－
′狀１（０）

狀３１（０）
＋犻
狊１（０）

狀２１（０［ ］）
，

（１５）

２） ｃｏｔ∫

犱
２

犱

狊２（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋 ＝ｉ－狀
２
２（犱）

狀２０（犱）
狊０（犱）

狊２（犱）
＋ｉ
′狀０（犱）

狀３０（犱）
狀２２（犱）

狊２（犱）
－ｉ

′狀２（犱）

狀２（犱）狊２（犱［ ］）ｉ犕１， （１６）

３） ｃｏｔ－∫

犱
４

０

狊１（狋）［１＋ｉσ（狋）］ｄ｛ ｝狋 ＝－ｉ狀
２
１（０）

狀２０（０）
狊０（０）

狊１（０）
＋ｉ
′狀０（０）

狀３０（０）
狀２１（０）

狊１（０）
－ｉ

′狀１（０）

狀１（０）狊１（０［ ］）ｉ犕２， （１７）

　　可见，由于使用了ＰＭＬ，第１）种情况的结果和开波导时稍有不同
［１２］；同时又产生了第２）和第３）种情况。

由第１）种情况得到：

ｅｘｐ２ｉ∫
犱

０

狊０（狋）ｄ［ ］狋 ≈ 犮０＋ 犮１
狊０（０）

＋［ ］… 犲０＋
犲１
狊０（０）

＋［ ］… ≈犮０犲０＋
１

狊０（０）
（犮１犲０＋犮０犲１）＋… ≈

犃０＋犃１／狊０（０）＋…， （１８）

其中

犮０ ＝
狀２１（０）＋狀

２
０（０）

狀２１（０）－狀
２
０（０）

， 犮１ ＝
－２犻狀

２
０（０）狀

４
１（０）

［狀２１（０）－狀
２
０（０）］

２

′狀０（０）

狀３０（０）
－
′狀１（０）

狀３１（０［ ］） ，

犲０ ＝
狀２２（犱）＋狀

２
０（犱）

狀２２（犱）－狀
２
０（犱）

，犲１ ＝
２ｉ狀２０（犱）狀

４
２（犱）

（狀２２（犱）－狀
２
０（犱））

２

′狀０（犱）

狀３０（犱）
－
′狀２（犱）

狀３２（犱［ ］） ，
犃０ ＝犮０犲０， 犃１ ＝犮１犲０＋犮０犲１．

推导同文献［９，１２］，（１８）式可变为

ｅｘｐ［２ｉ犱狊０（０）］≈犃０＋
犃１
狊０（０）

＋…， （１９）

从而有

２ｉ犱狊０（０）≈２ｉπ犿＋ｌｎ犃０＋
狋１
狊０（０）

＋…，

狋１ ＝犃１．犃０．

可以得到主要近似项为

　
狊０（０）≈

π犿
犱
－
ｉｌｎ犃０
２犱

＝犓犿，

犽＝κ
２
０狀
２
０（０）＋″γ０（０）＋［′γ０（０）］

２
－犓

２
犿，

（２０）

二阶近似项为

　
狊０（０）≈犓犿－

ｉ狋１
２犱犓犿

，

犽＝κ
２
０狀
２
０（０）＋″γ０（０）＋［′γ０（０）］

２
－犓

２
犿１，

（２１）

　　 由第２）种情况得到

２ｉ狊２（犱）（^犱２－犱）≈

ｉ（２狀－１）π＋ｌｎ
狀２０（犱）－狀

２
２（犱）

狀２０（犱）＋狀
２
２（犱［ ］）犃^０，

所以

犽＝
犃^２０

４（^犱２－犱）
２＋κ

２
０狀
２
２（犱）＋″γ２（犱）－［′γ２（犱）］

２，

（２２）

　　由第３）种情况得到

－２ｉ狊１（０）（^犱４）≈

ｉ（２狀－１）π＋ｌｎ
狀２０（０）－狀

２
１（０）

狀２０（０）＋狀
２
１（０［ ］）犅^０，

所以

犽＝
犅^２０

４（^犱４）
２＋κ

２
０狀
２
１（０）＋″γ１（０）－［′γ１（０）］

２． （２３）

５　带有ＰＭＬ模的两层波导ＴＥ波渐

近解

文献［７］给出了两层波导的ＰＭＬ模的渐近公

式。同样地，本文也推导出了两层波导ＴＥ模的渐

近公式。为了比较的方便，这里取与文献［７］一样的

参量，芯层的相对介电常量和磁导率分别为ε狉，μ狉，
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空气中的介电常量和磁导率为ε０，μ０；犘犕犔层选取

同文献［７］，本文也得到两种结果：

１）ｃｏｔ（γ０犱犱）＝ｉ
狉２犱μ狉
狉０犱

，对应于泄漏模的传播常

量，在狀（狓）为常数且μ狉＝１时该结果和文献［７］相

同。

２）ｃｏｔ（γ２犱［^犱２－犱）］＝－ｉ
狉０犱
狉２犱μ狉

，当μ狉＝１时，

狉２犱 ＝
（２犿＋１）πｉ
犃０

＋ｌｎμ
狉－１

μ狉＋
（ ）１ 犃０ ＝犓犿，

狉２犱 ＝犓犿 －
犪０
犃０犓

２
犿

， （２４）

式中犃０ ＝２ｉ（^犱２－犱），犪０ ＝
δ２犱μ狉

μ
２
狉－１

；

当μ狉≠１时，

狉２犱 ＝狑／犪０，

狉２犱 ＝狑／犪０－犪
２
０犪２／狑

２，
（２５）

这里犪０＝ｉ（^犱２－犱），犪２＝犫２＝
δ２犱
４
，狑ｅ狑＝－

犪０
２
δ２槡 犱，

进而可得到Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解。

６　数值模拟

１）当狀（狓）是常数时，当波导是两层时，把本文

的结果和文献［７］中的结果进行比较，如表１和表２

所示。表１和表２中第１列表示精确的解，第２列

表示由文献［７］中得到渐近解的相对误差，第３列表

示本文中得到的渐近解的相对误差。

例１

犱＝９ｍｍ，犱１＝１４ｍｍ，犱２＝１７．５ｍｍ，犳＝

１２ＧＨｚ，ＰＭＬ参量的选取同文献［７］，即犱^２＝犱１＋

（犱２－犱１）（１０－８ｉ），μ狉＝１，ε狉＝３。

例２

犱＝９ｍｍ，犱１＝１４ｍｍ，犱２＝１７．５ｍｍ，犳＝

１２ＧＨｚ，ＰＭＬ参数的选取同文献［７］，即犱^２＝犱１＋

（犱２－犱１）（１０－８ｉ），μ狉＝２，ε狉＝３。

表１ 两层波导ＴＥ波中几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解的

相对误差

Ｔａｂｌｅ１ Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｏｍｅ

ＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＥｃａｓｅｏｆｔｗｏｌａｙｅｒｓｌａｂｗａｖｅｇｕｉｄｅ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（槡犽／κ０）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

ｏｆＲｅｆ．［７］

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓ

ｏｆｆｏｒｍｕｌａ（２４）

２．８８３０－４．２４４７ｉ ０．０１８９ ０．０００５

５．７４８１－８．５１３２ｉ ０．００４７ ０．０００５

８．６４８８－１２．７４１ｉ ０．００２１ ０．０００５

１１．５６２－１６．９５６ｉ ０．００１２ ０．０００５

１４．４８０－２１．１６５ｉ ０．０００８ ０．０００５

表２ 两层波导ＴＥ波中几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解的

相对误差

Ｔａｂｌｅ２ Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｏｍｅ

ＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＥｃａｓｅｏｆｔｗｏｌａｙｅｒｓｌａｂｗａｖｅｇｕｉｄｅ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（槡犽／κ０）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

ｏｆＲｅｆ．［７］

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓ

ｏｆｆｏｒｍｕｌａ（２４）

３．０２３７－４．５２３２ｉ ０．００９６ ０．０１４９

５．９３５７－８．５１９８ｉ ０．００２５ ０．００３５

８．８６３５－１２．６８７ｉ ０．００２１ ０．０００５

１１．７９５－１６．８８９ｉ ０．００１２ ０．０００５

１４．７２９－２１．０８８ｉ ０．０００８ ０．０００５

　　可见，本文方法得到的结果比文献［７］得到的结

果更精确。

例３

波导为三层波导时，犱＝１８ｍｍ，犱１＝２３ｍｍ，

犱２＝２６．５ｍｍ，犳＝１０ＧＨｚ，ＰＭＬ参量的选取同文

献［７］，即犱^２＝犱１＋（犱２－犱１）（３０－１０ｉ），μ狉＝１，ε狉＝

３。这里只比较ＰＭＬ模，结果见图１。

图１ 当狀（狓）为常量时，ＴＭ波中前几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的比较

Ｆｉｇ．１ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＭｃａｓｅ

ｗｈｅｎ狀（狓）ｉｓｃｏｎｓｔａｎｔ

２）当狀（狓）不是常量时

例４

对于 ＴＥ 模，令 狀０ （狓）＝ 狓＋κ
２
０槡 ＋２０／κ０，

狀１（狓）＝狀２（狓）＝１，κ０＝２π／λ，λ＝６μｍ，犱＝２，犱１＝

３，犱２＝３．５，犱３＝－１，犱４＝－１．５。该例子精确解可

由艾里（Ａｉｒｙ）函数给出，结果见图２。

３）无法给出精确解的例子，取犮＝１００，离散点

的数目是１０００，ＰＭＬ层的厚度为０．５时得到的解

作为精确解。

例５

令狀０（狓）＝３．３｛１－０．０１［（狓－１）／２．５］
２｝，

狀１（狓）＝２．１，狀２（狓）＝３．１７，κ０＝２π／λ，λ＝１．５５μｍ，

犱＝２，犱１＝３，犱２＝３．５，犱３＝－１，犱４＝－１．５。由于

折射率狀１（狓）和狀２（狓）取值的不同，会出现两条
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图２ 当狀（狓）不是常量时，ＴＭ模中前几个

Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的比较

Ｆｉｇ．２ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＭｃａｓｅ

ｗｈｅｎ狀（狓）ｉｓｎ′ｔｃｏｎｓｔａｎｔ

Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的轨迹。

表３～表６中第１列也是表示精确解，第２列

表示由本文得到的渐近解，第３列表示该渐近解的

相对误差。

首先计算ＴＥ模，表３、表４列举前几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ

模的渐近解及其相对误差。

表３ ＴＥ波中几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解渐近解及其

相对误差

Ｔａｂｌｅ３ ＴｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓ

ｆｏｒＴＥｃａｓｅ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（槡犽）

Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（槡犽）

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（１１）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｅｅｏｒｏｆ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（１１）

８．５２１６＋０．００３６ｉ８．５０８７＋０．０１１２ｉ ０．００１８

８．５４８１＋０．０１４３ｉ８．５２６５＋０．０２７０ｉ ０．００２９

８．５９２０＋０．０３１９ｉ８．５６１５＋０．０４６４ｉ ０．００３８

８．６５３１＋０．０５６０ｉ８．６１４３＋０．０７０２ｉ ０．００４８

８．７３０９＋０．０８６０ｉ８．６８４６＋０．０９９０ｉ ０．００５５

８．８２４６＋０．１２１３ｉ８．７７２０＋０．１３２７ｉ ０．００６１

表４ ＴＥ波中几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解及其相对误差

Ｔａｂｌｅ４ Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＥｃａｓｅ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（槡犽）

Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（槡犽）

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（１２）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｅｅｏｒｏｆ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（１２）

１２．８５４＋０．０１４４ｉ１２．８６２＋０．０１２０ｉ ０．０００７

１２．８５３＋０．００４６ｉ１２．８５０＋０．００５２ｉ ０．０００２

１２．８７２＋０．０１８４ｉ１２．９２３＋０．０３３１ｉ ０．００４１

１２．９０３＋０．０３０７ｉ１２．８８７＋０．０２１０ｉ ０．００１５

１２．９４６＋０．０４６８ｉ１３．０３１＋０．０６７９ｉ ０．００６７

１３．００３＋０．０６６５ｉ１２．９７１＋０．０４８７ｉ ０．００２８

　　图３是由离散矩阵方法得到 的Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模和

渐近解方法得到的Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模。

图３ 当无法给出精确解时，ＴＥ波中前几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模

的比较

Ｆｉｇ．３ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＥｃａｓｅ

ｗｈｅｎｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｃａｎｎｏｔｂｅｇｉｖｅｎ

其次计算ＴＭ模，表５、表６列举前几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ

模渐近解及其相对误差。

表５ ＴＭ波中几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解及其相对误差

Ｔａｂｌｅ５ Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＭｃａｓｅ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（槡犽）

Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（槡犽）

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（２２）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（２２）

６．４８４９＋３．９３５４ｉ６．６７１２＋４．０８６３ｉ ０．０３１６

６．５０３３＋６．１１５４ｉ６．６７４８＋６．１５４０ｉ ０．０１９７

６．８６７６＋８．２５０１ｉ７．０１３７＋８．２２８５ｉ ０．０１３８

７．４１９７＋１０．２９２ｉ７．５４２５＋１０．２３１ｉ ０．０１０８

８．０６６９＋１２．２５６ｉ８．１７５２＋１２．１６４ｉ ０．００９７

８．７９５０＋１４．１６０ｉ８．８６８５＋１４．０４２ｉ ０．００８４

图４ 当无法给出精确解时，ＴＭ波中前几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ

模的比较

Ｆｉｇ．４ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＭ

ｃａｓｅｗｈｅｎｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｃａｎｎｏｔｂｅｇｉｖｅｎ

　　图４是由离散矩阵方法得到的Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模和

渐近解方法得到的Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模。

可见，对于光波导的 ＴＥ模和 ＴＭ 模，渐近的

Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模比较接近于精确的Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模，且随着

模的增大，误差有变小趋势。
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表６ ＴＭ波中几个Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解及其相对误差

Ｔａｂｌｅ６ Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｓｏｍｅＢｅｒｅｎｇｅｒｍｏｄｅｓｆｏｒＴＭｃａｓｅ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（槡犽）

Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（槡犽）

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（２３）

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｆｒｏｍｆｏｒｍｕｌａ（２３）

１０．８５０＋１．８３５９ｉ１０．７７１３＋２．１７４８ｉ ０．０３１６

９．９６３９＋３．３４６３ｉ１０．０５７９＋３．６２５７ｉ ０．０２８１

９．３５３７＋５．３２７３ｉ９．５３００＋５．４９０８ｉ ０．０２２３

９．１４１４＋７．５５１５ｉ９．３３４１＋７．６０７２ｉ ０．０１６９

９．２７１０＋９．７９５０ｉ９．４５７４＋９．７８１２ｉ ０．０１３９

９．６８０１＋１２．０４０ｉ９．８０５７＋１１．９１４ｉ ０．０１１５

５　结　　论

分析了在使用完美匹配层后光波导泄漏模的变

化和Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解的情况。理论结果表明，

对于光波导的ＴＥ模，泄漏模的结果与开波导中得

到结果是一致的，而光波导的ＴＭ 模泄漏模会稍有

不同。光波导在上下包层的折射率不同时会产生两

类Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的轨迹，但当折射率相同时，两条

Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模 的 轨 迹 会 重 合。数 值 结 果 表 明，

Ｂｅｒｅｎｇｅｒ模的渐近解和精确解比较接近，并且随着

模的增大误差有减小趋势。
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