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梯度折射率球对在轴高斯波束散射的几何光学近似
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摘要　基于梯度折射率（ＧＲＩＮ）球对平面波前向散射的几何光学近似（ＧＯＡ），推导出ＧＲＩＮ球对在轴高斯波束散

射的ＧＯＡ。详细推导高斯波束在ＧＲＩＮ球中的散射角和相位公式，给出了算法实现步骤。在此基础上，利用扩展

后的ＧＯＡ计算了粒子的散射强度分布，并与广义洛伦兹米理论（ＧＬＭＴ）的计算结果进行比较；由于表面波的影

响，当波束的束腰半径大于等于粒子半径时散射强度分布与ＧＬＭＴ计算所得的结果相比存在误差。比较结果表

明扩展后的ＧＯＡ方法适用于束腰小于粒子半径的情况。对比ＧＯＡ方法和ＧＬＭＴ的计算速度，结果表明ＧＯＡ方

法具有较高的运算速度。
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１　引　　言

随着激光在粒子测量中的应用日益广泛，粒子

对高 斯 波 束 的 散 射 研 究 具 有 重 要 应 用 价 值。

犌狅狌犲狊犫犲狋
［１，２］等基于洛伦兹米理论研究了有形波束

与粒子的相互作用，提出了广义洛伦兹米理论

（犌犔犕犜）。该理论目前被广泛应用到粒子测量等领

域。但是，相对于平面波散射的米理论，犌犔犕犜的计

算更加复杂，对大尺寸粒子的散射强度计算速度相

对较慢。为了解决这一问题，许多研究者对犌犔犕犜

的算法进行改进［３～５］。然而，改进后的算法仍然不

能很好地解决大尺寸非均匀粒子对窄束腰高斯波束

散射计算能力的问题，一定程度上限制了它在更大

范围内的应用。作为粒子散射理论之一，衍射理论

在粒度测量中应用广泛［６］。在平面波衍射的基础

上，犆犺犲狏犪犻犾犾犻犲狉等
［７，８］给出了高斯波束的夫琅禾费衍
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射计算方法，然而，粒子衍射理论只限于描述散射角

小于６°的情况。

对于平面波与粒子散射理论，几何光学近似

（犌犗犃）方法在计算散射强度分布时具有较高的计算

精度与速度，在粒子的前向散射（０～６０°）粒度测量

中得到了应用［９］。徐峰等［１０］将犌犗犃方法扩展到在

轴高斯波束与均匀球散射的情况，提出了扩展后的

犌犗犃，该方法与犌犔犕犜相比算法简单；与高斯波束

的衍射方法相比，计算结果具有较高的准确性和更

宽的散射角范围。

在工业生产中，许多粒子的折射率分布是非

均匀的，其中一些粒子折射率呈梯度分布。近几

年，由于生产技术的提高，梯度折射率（犌犚犐犖）粒子

的应用日益广泛。对于犌犚犐犖粒子的粒度测量，需

要一种算法简单，计算速度快的方法［１１］，因此高斯

波束与犌犚犐犖粒子光散射的犌犗犃方法研究显得尤

为必要。

２　理论推导

设球粒子半径为犚，表面折射率和中心折射率

分别为犿１ 和犿０，环境介质折射率犿ｓ取１。球内折

射率沿径向梯度分布，用犿（珘狉）表示，设狉为粒子内

任一点到球心的距离，则 珘狉＝狉／犚为归一化距离。

取直角坐标系原点位于球粒子球心，如图１所

示。设在轴高斯波束沿犣轴方向传播，电矢量沿犡

轴方向极化，入射到ＧＲＩＮ球粒子上。在一阶近似

的条件下，照射到粒子表面上任意一点犃（狓，狔，狕）

的基模高斯波束电场强度犛Ｇ 可以表示为
［１２］

犛Ｇ（狓，狔，狕）＝ 犛Ｇ ｅｘｐ（ｉｉ）． （１）

在图１所示坐标系下，高斯波束束腰中心犗Ｇ 位于

（０，０，犱）处，则电场强度幅值 犛Ｇ 与高斯波束相位

ｉ分别为

图１ 高斯波束梯度折射率球粒子散射示意图

Ｆｉｇ．１ ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍｓｃａｔｔｅｄ

ｂｙａｇｒａｄｉｅｎｔｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘｓｐｈｅｒｅｐａｒｔｉｃａｌ
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·ｅｘｐ －

狓２＋狔
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２

２
［ ］
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＋

ａｒｃｔａｎ
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其中ω０ 为束腰半径，λ为真空中光波波长。波数犽，

狕平面处的束宽半径ω（狕），瑞利长度犳以及等相面

曲率半径犌 分别为

犽＝２π／λ，

ω（狕）＝ω０ １＋
狕（ ）
犳槡

２

，

犳＝
πω

２
０

λ
，

犌＝ （狕－犱）１＋ 犳／（狕－犱［ ］）｛ ｝２

烅

烄

烆 ．

（４）

　　根据几何光学的观点，入射到球粒子的光束将

与球粒子相互作用。如图１所示，除衍射光外，还有

被外表面直接反射光线（狆＝０）和折射进入球粒子

后再折射出来的光线。其中包括直接折射的出射光

线（狆＝１），经内表面一次反射后出射的光线（狆＝

２）。以此类推，还存在经二次、三次以至更多次内表

面反射后出射的光线（狆＝３，４，…）。散射光复振幅

是由所有光线叠加而成，即衍射、反射和折射光的叠

加，其叠加后复振幅为［１２］

犛犼 ＝犛ｄｉｆｆ＋∑
∞

狆＝０

犛犼，狆　犼＝１，２ （５）

其中犛犼为散射光振幅函数，犛ｄｉｆｆ为衍射光振幅函数，

犛犼，狆为第狆阶出射光的振幅函数。下角标犼＝１表示

垂直极化分量，犼＝２表示平行极化分量。

２．１　散射角

对于平面波照射ＧＲＩＮ球粒子的情况，光线在

粒子内部的轨迹不再是直线，而是沿曲线传播，如图

２所示。为了保持与相关文献中参量的一致性，定

义入射光线与球粒子表面的夹角τ为入射角，折射

光线与球粒子表面的夹角τ′为折射角
［１３］。因此狆

阶出射光线的散射角θ′狆 与入射角τ的关系可以表

示为［１４］

θ′狆 ＝２τ－２狆［χ（狉＝犚）－χ（狉＝狉犿）］． （６）

参量χ（狉）满足表达式

χ

～狉
＝

犲

狉 ［犿（～狉）～狉］２－犲槡
２

， （７）

其中犲＝犿ｓｃｏｓ（τ）为常数，狉ｍ 为光线到球心的最近

距离，可以由下式求出

［犿（～狉ｍ）～狉ｍ］
２
－犲

２
＝０． （８）

５８６１
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图２ 光线在梯度折射率球粒子中的传播

Ｆｉｇ．２ Ｒａｙｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｔｈｒｏｕｇｈｇｒａｄｉｅｎｔｒｅｆｒａｃｔｉｖｅ

ｉｎｄｅｘｓｐｈｅｒｅｐａｒｔｉｃａｌ

　　高斯波束的传播与平面波的传播不同，根据几

何光学的观点，平面波被视为一组平行光线［１１］，高

斯波束则被视为一束垂直于入射光束波阵面［由（３）

式可知波阵面为二次球面］传播的光线。如图１所

示，当波束入射到球粒子表面犃（狓，狔，狕）点，设波束

在该点处的传播方向为犉，则入射角τ可以由下式

给出［１０］

ｓｉｎτ＝
狔犉狔＋狕犉狕

狔
２
＋狕（ ）２ 犉２狔＋犉

２（ ）槡 狕

（９）

其中犉狔 和犉狕 为相位函数ｉ（狓，狔，狕）的偏导数，表

达式为

犉狔 ＝
ｉ

狔
＝－

２犳狔 狕－（ ）犱

ω
２
０ 犳

２
＋ 狕－（ ）犱［ ］２

，

犉狕 ＝
ｉ

狕
＝

犳

犳
２
＋ 狕－（ ）犱 ２

－
犳狔

２
犳
２
－ 狕－（ ）犱［ ］２

ω
２
０ 犳

２
＋ 狕－（ ）犱［ ］２ ２

－犽．（１０）

犃点光线传播方向犉 与犣 轴存在夹角β，该角度可

由β＝ａｒｃｔａｎ（犉狔／犉狕）得出。结合（６）式可以得到高

斯波束入射到 ＧＲＩＮ球粒子的第狆阶出射光线的

散射角为

θ′狆＝２τ－２狆［χ（狉＝犚）－χ（狉＝狉ｍ）］－ β ．

（１１）

当折射率梯度为零，即粒子为均匀球粒子时。由图

２可以看出，此时球内光线为直线，则χ（狉＝犚）－χ
（狉＝狉ｍ）＝τ′，（１１）式变为θ′狆＝２τ－２狆τ′－ β ，该表

达式与文献［１０］中散射角公式相同。

将（１１）式给出的散射角θ′狆折算到区间（０，π）内

的散射角θ狆，其关系可由下式给出
［１３］

θ′狆＝２π犽狆＋狇狆θ狆， （１２）

其中犽狆 为整数，狇狆＝＋１或者－１。

２．２　相位

对于平面波与球粒子相互作用后的第狆阶散

射光线相位，来自于三方面的影响，与表面作用直接

反射导致的相位变化σｒｌ、光线几何路程对应的光程

导致的相位变化σ狆，Ｏ和焦线引起的相位变化σ狆，Ｆ。

此时总相位表示为［１３］

σ狆 ＝
π

２
＋σｒｌ＋σ狆，Ｏ＋σ狆，Ｆ． （１３）

　　根据ｖａｎｄｅＨｕｌｓｔ的观点，反射导致的相位变

化σｒｌ可以由菲涅耳反射系数给出，而光程所导致的

相位变化可以由下式表示

σ狆，Ｏ ＝犽（２犚ｓｉｎτ－犔）， （１４）

其中犔为ＧＲＩＮ球粒子中的光程
［１４］

犔＝狆∫
犚

狉
ｍ

２犿（～狉）２～狉

［犿（～狉）～狉］２－犲槡
２
ｄ狉． （１５）

　　当折射率梯度为零，对于均匀球粒子犿（～狉）＝

犿，积分下限为狉ｍ ＝犚ｃｏｓτ′，（１５）式简化为犔＝

２狆犿·ｓｉｎτ′，将其带入（１４）式，该相位表达式与文

献［１０］中均匀球粒子的光程相位公式相同。

根据ｖａｎｄｅＨｕｌｓｔ关于焦线所引起相位变化的

论述，与焦线相交一次导致相位变化π／２，整个光线

轨迹中由焦线引起的总相位为［１３］

σ狆，Ｆ ＝
π

２
狆－２犽狆＋

１

２
狊－

１

２
狇（ ）狆 ． （１６）

其中整数狆，犽狆，狇狆 的定义与（１２）式中定义相同，狊

取＋１或－１，具体取值与ｄθ′／ｄτ的符号相同。

对于高斯波束与球粒子的散射光线相位，除考

虑３种相位来源外，还需要考虑入射波束的波阵面

引起的相位贡献σＧ
［１０］

σＧ ＝ｉ－犽（犱＋犚ｓｉｎτ）， （１７）

至此，对于高斯波束入射的情况，散射光线总相位可

以表示为

σ狆 ＝
π

２
＋σｒｌ＋σ狆，Ｏ＋σ狆，Ｆ＋σＧ． （１８）

２．３　衍射

根据Ｃｈｅｖａｉｌｌｉｅｒ等
［７，８］给出的高斯波束与球粒

子衍射场计算方法，高斯波束对于半径为犚的球粒

子衍射的远场电场强度复振幅公式为

犛ｄｉｆｆ＝
狓２

２π

ω０

ω（狕
［ ］）

２

∫
２π

０
ｄφ′∫

１

０
ｅｘｐ（－犃狋

２）×

ｅｘｐｉ（犅狋＋犆狋
２［ ］）狋ｄ狋， （１９）

其中，狓为粒子尺寸参量，各参量分别为

狓＝犽犚

犃＝ ［犚／ω（狕）］
２

犅＝－狓ｔａｎθｓｉｎφ′

犆＝狓
２／２

烅

烄

烆 犽犌

（２０）

（１９）式可以利用勒让德多项式近似方法计算
［８］，但
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仅限于犚≤ω（狕）的情况。为了消除数值计算带来的

这一限制，对于（１９）式采用２１点ＧａｕｓｓＫｒｏｎｒｏｄ数

值积分方法进行计算。

２．４　散射光复振幅

考虑高斯波束入射到非吸收粒子情况下，第狆

阶光线远场强度复振幅函数可写为［１３］

犛犼，狆 ＝狓 犛Ｇ ε犼，狆 槡犇ｅｘｐ（ｉσ狆） （２１）

其中，狓为尺寸参量。设入射极化光波总能量为１

时，则ε
２
犼，狆表示第狆 阶出射光线所占的强度比例。

ε犼，狆由下式给出
［１３］

　
ε犼，狆 ＝γ犼 狆 ＝０

ε犼，狆 ＝ （１－γ
２
犼）（－γ犼）

狆－１
狆＝１，２，３

烅
烄

烆 ，…
（２２）

角标与（５）式中含义相同。γ犼 为菲涅耳反射系数，

犼＝１，２分别表示垂直和平行极化

γ１ ＝
ｓｉｎτ－犿１ｓｉｎτ′

ｓｉｎτ＋犿１ｓｉｎτ′
　γ２ ＝

犿１ｓｉｎτ－ｓｉｎτ′

犿１ｓｉｎτ＋ｓｉｎτ′
（２３）

其中，τ′为折射光线与球表面切线之间的夹角，由

折射定理给出

ｃｏｓτ′＝
１

犿１
ｃｏｓτ （２４）

其中，犇 称为散度
［１３］，对于高斯波束，其表达式

为［１０］

犇＝
ｓｉｎτｃｏｓ（τ－ β ）

ｓｉｎθ狆 ｄθ狆′／ｄτ
（２５）

对于高斯波束入射到 ＧＲＩＮ球粒子，一般情况下，

ｄθ′狆／ｄτ很难得到解析表达式，实际计算中可采用简

单的中点数值微分的方法进行计算。

３　算法实现

３．１　折射率模型

ＧＯＡ方法的编程实现方法与粒子折射率模型

有关。ＧＲＩＮ球粒子的折射率分布有多种形式，常

见的有幂函数分布和指数分布两种［１１］，其折射率分

布函数分别为

犿（～狉）＝犃（犿０，犿１）～狉
２ （２６）

犿（～狉）＝犿０＋（犿１－犿０）
ｅ犫
～狉
－１

ｅ犫－１
（２７）

（２６）式中犃（犿０，犿１）取值仅与粒子表面折射率和中

心折射率有关，与 ～狉 无关。（２７）式中犫为常实数，

数值计算中均取犫＝６。

３．２　算法概述

从（１１）式和（１５）式可以看出，对于（２６）式所表

示ＧＲＩＮ球粒子，可以得到其散射角和光程的解析

表达式［１１］，因此对其散射场计算可以直接利用解析

表达式，而不需要进行数值积分。具体算法与均匀

球粒子散射场的计算方法非常类似，不再讨论。

对于更一般的折射率分布，如（２７）式所示，其散

射角和光程无法得到解析式，涉及的积分和微分运

算需要采用数值方法。此外，在算法中还涉及插值

问题。由于数值积分和插值运算相对较为费时，所

以选择合适的算法和巧妙的程序处理对于简化散射

场的计算复杂度和提高计算速度是非常重要的。

由于多数折射率分布情况下无法获得ＧＯＡ计

算所需的散射角和光程的解析表达式，因此以（２７）

式所示的折射率分布为例，进行粒子散射强度分布

的计算，并给出详细的算法介绍。文中所涉及到的

数值积分和插值分别为２１点ＧａｕｓｓＫｒｏｎｒｏｄ数值

积分方法和三次样条插值方法。

３．３　编程步骤

由（５）式可以看出，粒子散射场是由各阶次光线

叠加而成。因此，必须求出各阶次光线在同一散射

角的散射复振幅。利用入射光线的纵坐标狔计算

出第狆阶光线对应的散射角θ′狆。ＧＯＡ数值计算中

一般对狔等间隔取值，则由（９）式和（１１）式计算得

到的θ′狆不再等间隔，且不同阶次θ′狆的取值范围和间

隔变化不同，这为同一散射角上不同阶次光线叠加

带来问题。为解决该问题，可对得到的θ′狆与狔关系

曲线进行分区间插值，得到均匀角间隔下的散射角

θ′狆对应的入射光线纵坐标位置，即得到等间隔下θ′狆

与狔对应关系。注意到散射强度分布曲线中的散

射角一般在０～１８０°范围内，因此需要将等间隔的

散射角θ′狆利用（１２）式折算到θ狆。至此，获得０～

１８０°散射角范围内不同角度下对应的不同阶次光线

入射位置狔狆，利用ＧＯＡ方法的计算公式（２１）可得

到给定散射角度上各阶次光线的复振幅；再利用（５）

式将复振幅进行叠加，得到给定散射角度上的散射

强度分布。算法的具体编程步骤为：

１）散射角与入射光线关系。将入射波束按照

球粒子的半径均分为若干条入射光线，光线条数视

粒子半径大小和散射强度分布计算精度需要合理选

取，数值计算中将波束分为３６００条入射光线。再利

用（３）式、（９）式和（１１）式以及其它相关公式计算出

狆阶光线的散射角θ′狆，得到了散射角θ′狆与光线入射

点狔坐标的关系，其结果如图３所示。图３中球粒

子的参量分别为 犿０＝１．３３２６，犿１＝１．３２２６，犚＝

２５μｍ，犫＝６。图３（ａ）给出了狆＝０，１的关系曲线，

可以看出它们都是单调减小的。图３（ｂ）给出了狆＝

２，３的关系曲线，可以看出这些关系曲线均存在一
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图４ ＧＯＡ与ＧＬＭＴ散射强度分布对比

Ｆｉｇ．４ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙＧＯＡａｎｄＧＬＭＴ

　　图４（ｅ），（ｆ）中的高斯波束束腰半径分别为

２５μｍ和１００μｍ，其余参量与图４（ａ），（ｂ）相同。从

图４（ｅ），（ｆ）中可以看出，当束腰半径等于粒子半径

时，ＧＯＡ计算出的垂直极化波的散射强度分布与

ＧＬＭＴ相比仍然吻合。但是，平行极化波的散射强

度分布在６０°～１００°范围内产生较大误差。

从图４（ｇ），（ｈ）可以看出，当束腰半径大于粒子

半径时，垂直极化波的散射强度分布与ＧＬＭＴ计算

出的结果相比仍然吻合，而平行极化波的散射强度

分布除了在０～６０°范围内与ＧＬＭＴ基本吻合，在其

它角度范围内存在较大误差。对于图４（ｇ），（ｈ）的

情况，由于ω０ 比犚 大得多，此时可视为平面波入

射。对于平面波入射球粒子的情况，ＧＯＡ方法只适

用于前向散射强度（０～６０°）的计算，而不能计算０～

１８０°范围内的散射强度分布。

从图４（ｅ）～（ｈ）中垂直极化波和平行极化波散

射强度分布的比较结果可以看出，当束腰大于等于

粒子半径时，垂直极化波的散射强度分布与ＧＬＭＴ

吻合的情况要远远好于平行极化波。根据ＧＯＡ在

均匀球粒子的应用可知，当束腰大于粒子尺寸时，表

面波和产生彩虹现象的那部分光线对散射场的影响

加剧［１０，１５］。关于表面波影响的定量分析有待进一

步研究。

对于中心折射率与表面折射率不同差值大小对

于ＧＯＡ方法的影响，在文献［１１］中已有讨论。文

献［１１］较为系统地分析了ＧＯＡ方法的适用情况，

对于（２６）式所表示的折射率模型，当中心折射率与

表面折射率差值大于１，ＧＯＡ方法不再适用；对于

（２７）式所表示的折射率模型，当中心折射率与表面

折射率差值大于３的时候，ＧＯＡ方法不再适用。对

于高斯波束入射的情况，其结论相同。同时，根据文

献［１０，１１］，当粒子尺寸参量狓大于７５时，ＧＯＡ方

法是适用的。

５　计算时间

表１给出了不同粒子半径和束腰半径下ＧＯＡ

方法以及ＧＬＭＴ程序的运行时间，其中所有程序运

行在ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍ４，ＣＰＵ１．６ＧＨｚ，１．０Ｇ内存的

计算机上。参量为（犿０＝１．３３２６，犿１＝１．３２２６，犱＝

０，λ＝０．６３２８μｍ）采用的ＧＬＭＴ程序采用文献［３］

中的 算 法，波束因 子的 计算 采用区 域 近 似 算

法［１６～１８］。中心和表面折射率分别为犿０＝１．３３２６

和犿１＝１．３２２６，波束中心与球粒子中心重合，波长

λ＝０．６３２８μｍ。从表１中可以看出，ＧＯＡ方法在

同样的参量条件下计算速度比 ＧＬＭＴ要快得多。

更加重要的是，在粒子半径大于５００μｍ的情况下，

例如８００μｍ，由于硬件条件的限制，对于ＧＬＭＴ理

论，已经得不到正确的散射强度分布了；而对于

ＧＯＡ方法，只要在数组长度允许的范围内，就可以

得到正确的粒子散射强度分布。此外需要说明的

是，在计算散射角和光程时，采用了２１点 Ｇａｕｓｓ

Ｋｒｏｎｒｏｄ积分方法。这种积分方法在处理端点存在

表１ 不同方法的计算时间

Ｔａｂｌｅ１ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

Ｒａｄｉｕｓｏｆ

ｐａｒｔｉｃｌｅ犚／μｍ

Ｂｅａｍｗａｉｓｔ

ω０／μｍ

ＧＬＭＴ

／ｍｓ

ＧＯＡ

／ｍｓ

１０ ５ ２６４ ４０

１００ ５０ ２２４０ ３２１

３００ １５０ ６８２０ ８９７

５００ ２５０ １１５０１ １５１３
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奇异点的情况时是非常有效的，但相对比较耗时。

在实际应用时，可以根据精度要求选择其它快速的

积分方法。

６　结　　论

在平面波对ＧＲＩＮ球粒子散射ＧＯＡ方法的基

础上，推导出在轴高斯波束对ＧＲＩＮ球粒子散射的

ＧＯＡ方法的相关公式，给出了算法的实现过程。利

用这种方法计算了０～１８０°范围内散射强度分布并

与ＧＬＭＴ计算出的强度分布进行了比较。结果表

明当粒子半径大于束腰时，ＧＯＡ可以有效地计算在

轴高斯波束对ＧＲＩＮ球粒子散射强度分布，表明该

方法适用于大尺寸粒子的散射场计算。比较了不同

粒子半径和束腰半径下ＧＯＡ方法和ＧＬＭＴ程序

的运行时间，结果表明ＧＯＡ方法具有较快的计算

速度。

从理论推导和算法实现过程可以看出，对于在

轴高斯波束对ＧＲＩＮ球粒子散射，当粒子半径大于

束腰时，ＧＯＡ方法不但避免了ＧＬＭＴ的复杂计算，

同时保证了计算精度和速度，在计算大尺寸ＧＲＩＮ

球粒子对窄束腰高斯波束的散射强度分布时具有独

特优势。此外，ＧＯＡ方法也可以计算粒子内场、近

场的散射强度以及波束离轴情况下的散射，但是在

算法实现上有很大的不同，在下一步的工作中将对

这一问题进行研究。
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