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图像处理中二维经验模式分解的改进算法
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摘要　对图像处理中二维经验模式分解（ＥＭＤ）算法提出改进。在二维ＥＭＤ中涉及到像素极值的选取和对极值

点进行插值，在插值过程中会出现边界点变异现象。利用Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分方法对选取的极值点进行分划，对不

包含在Ｄｅｌａｕｎａｙ多边形内的边界像素采用对称处理，抑制了３次样条插值过程中边界点变异现象。用改进算法对

一幅图像进行ＥＭＤ处理，计算得到重构图像与原始图像之间标准差为６．６６７×１０－６，可见重构图像与原始图像之

间的灰度值波动很小。实验结果表明重构图像与原始图像吻合非常好，论证了这种改进算法的准确性和可行性。

ＥＭＤ方法在图像压缩以及去噪过程中运用越来越广泛，因此本文的改进算法也将在基于ＥＭＤ的图像处理中起到

提高运算速度的作用。
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１　引　　言

ＮｏｒｄｅｎＨｕａｎｇ于１９９８年提出了一种新的用

于分析非线性和非平稳信号的信号处理方法———经

验 模 式 分 解 （Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｍｏｄｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，

ＥＭＤ），这种方法的关键在于：任何复杂的数据都可

以分解为一系列有限而且是少量的固有模函数

（Ｉｎｔｒｉｎｃｍｏｄｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ＩＭＦ），其中ＩＭＦ定义为具

有相同数量的零点和极值而且有对称的极大值和极

小值包络［１］。还可以对每一个ＩＭＦ进行Ｈｉｌｂｅｒｔ变

换，这在信号处理领域中对于信号能量的认识具有
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极其重要作用。这种分解是自适应的，因此具有很

高的效率，由于这种分解是基于数据的局部特征时

间尺度，所以可以应用在非线性和非平稳数据处理

过程中。这种方法后来被用于二维情况下，对应于

像素的操作，可用于对图像进行分解以及重构，此时

重构过程相当于滤波，通过适当的编码，可以实现对

图像进行压缩［２～４］，还可以对图像进行去噪，比文献

［５］较了ＥＭＤ算法与小波域阈值去噪的性能，仿真

结果表明，该算法与小波域阈值去噪的效果相似，而

不用选择小波基，是一种自适应的去噪算法。但是，

无论一维还是二维的ＥＭＤ，都存在一个插值过程，

由于都采用样条插值，在一维情况会出现端点飞翼

和拟合过冲情况，使得端点偏离真实值可以达到几

个数量级以上，有文献报道类似问题的解决方案。

在二维情况下采用３次样条插值也会使得图像的边

界像素发生变异，但是目前并没有引起足够重视，在

很多情况下，图像的边界像素给我们提供的信息显

得不是很重要，因此这种变异就被研究者忽视了。

但是作者研究发现：对于像素不是很高的一幅图，在

ＥＭＤ过程中，当第一个ＩＭＦ还未产生时，整个像素

平面已经完全被腐蚀了（被变异点充满），在 Ｍａｔｌａｂ

处理中像素显示为ＮａＮ（非数值），使得后面的分解

过程不能继续进行。因此，迫切需要对二维ＥＭＤ

算法提出改进，本文提出的改进算法无论是对于像

素高还是低的图像，都能起到提高运算速度的作用。

不同的地方在于低像素图像经过很少几次的ＥＭＤ

过程，像素面就被腐蚀了；像素较高的图像，可能经过

的ＥＭＤ次数会多一些，但是这不影响本文改进算法

的适用范围。该算法就是为了避免在ＥＭＤ过程中

造成的这种像素腐蚀和提高运算速度而提出的。

２　ＥＭＤ原理

二维ＥＭＤ可以运用在图像处理方面，将一幅

图像分解为若干个固有模函数和一个余量函数的集

合，和一维情况类似，定义二维ＥＭＤ如下
［６］：

（１）确定所有的局部极大值和极小值犳；

（２）对所选取的局部极大值和极小值进行曲面

插值得到包络曲面犲ｍａｘ，犲ｍｉｎ；

（３）计算这些包络的平均值犲ａｖｅ ＝
１

２
（犲ｍａｘ＋

犲ｍｉｎ）；

（４）计算余量犺＝犳－犲ａｖｅ；

（５）如果循环判据满足，此时的犺就是一个固

有模函数（ＩＭＦ）；否则，返回第一步。

经过第５步的判定，假如条件满足，就可以得到

一个固有模函数，将原始信号减去所求得的ＩＭＦ１，

即得到一个余量函数；将这个余量函数作为原始数

据再重复前面５个步骤，同理可得ＩＭＦ２，依次类

推，直到最后一个余量函数不含有极值点为止，迭代

过程终止。最后原始信号被分解为ＩＭＦ１，ＩＭＦ２…．

ＩＭＦ狀以及一个余量犚。将这些固有模函数和余量

相加，就可以实现对信号的重构。

３　插值算法改进

二维情况下的极值选取要用到邻域的概念，即

图像中每一个像素与周围像素的连接关系，在我们

所分析的情况下，可以分为３、５、８邻域，分别对应于

图像的顶点、边界、非顶点非边界元素。因此极值选

取只针对上述３种情况。对矩阵而言，有４个顶点

元素，分别与这４个元素相邻的像素只有３个，因此

将每一个顶点分别与其相邻的３个像素值进行比

较，若该点比３邻域中的最大值都大，认为该点是极

大值，若该点比３邻域中的最小值都小，认为该点是

极小值，否则，该点既不是极小值也不是极大值，不

对其进行记录。对边界元素以及非顶点非边界元素

按照同样的方式处理。其中存在一个问题：有可能

该点的像素值正好等于邻域的极值，文献［７］介绍了

一种方法，如果中心点的像素值等于邻域的极值，将

这两个相等的像素值连接起来继续比较这两个连接

像素所构成区域的邻域极值，直到这种比较不再出

现相等或者到达图像的边界为止。这样做原则上讲

是准确的，但实际很难实现，因为对于 犕×犖 的图

像而言，事先不知道哪一点会出现中心值和邻域极

值相等的情况，这样对每一个点和周围的所有点都

有可能出现以上关系，很难找到循环停止的判据。

对于３×３的像素平面而言，假设在像素面内由左到

右由上到下的像素灰度值分别为犃，犅，犆，犇，犈，犉，

犌，犎，犐。寻找每一个中心点的邻域极值时，会出现

以下的复杂过程：假设犃 为中心点像素值，其邻域

像素可能为犅，犈，犇；假设犅为邻域中的最大值且与

犃相等，则需将犃与犅 连接起来记为犃犅；寻找该连

接区域的邻域像素极值，有可能是犆，犇，犈，犉中任

何一个，假设为犆，且犃＝犅＝犆，则将连接区域记为

犃犅犆；同样此连接区域的邻域像素可能为犇，犈，犉，

假设在这３个邻域像素中极值为犇，且有犃＝犅＝

犆＝犇，则连接区域为犃犅犆犇；在此基础上的邻域像

素可能是犌，犈，犉，假设邻域极值为犌，且有犃＝犅＝

犆＝犇＝犌；则新的连接区域邻域为犉，犈，犎，由这３

９４２１
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个可能的邻域极值分析直到边界，存在１２种可能的

组合。考虑犃＝犅＝犆＝犇过程中忽略的其可能性，

必须乘以相应的系数３×４×３×３＝１０８，虽然某些

可能性不完全等于１２个组合，但整体上大致相等，

所以可能存在的组合大约为１２９６种，而这只是３×

３的一个简单像素面内存在的寻找极值点的可能组

合数，当考虑２５０×２００或者更大的图像时，可能的

组合数十分庞大。而本文采取了一种简便方法，不

用考虑该点像素值与周围领域极值相等的情况，因

为从多幅图像的像素值分布中发现，出现上述情况

的概率很小，忽略是合理的。

对选取出的极值进行曲面插值是至关重要的一

步，关键在于所选取的极值分布是散乱的，不可能覆

盖全部像素，在本文处理的２５０×２００图像中第一次

极值选取出现了３７４５个，需要将这些离散的点用一

张光滑曲面覆盖。本文采用的是分块的３次样条插

值，将３７４５个点以某种方式进行划分，本文采取的

是Ｄｅｌａｕｎａｙ三角分解。二维点集三角剖分是指将

二维平面上的点集用不相交的直线段连接起来，使

得所形成的凸包内每一个区域都是三角形，实现二

维点集三角剖分的方法有多种。俄国数学家

Ｄｅｌａｕｎａｙ证明了一种算法，其思想是必定存在一种

三角剖分算法，使得所有三角形的最小内角之和最

大。Ｄｅｌａｕｎａｙ准则实现的条件是凸包内每一个三

角形外接圆中不包含点集中的其他任何点，这使得

每个三角形都尽可能接近于等边三角形，避免产生

狭长的三角形，也就是使各离散点对整个三角形有

限元网格的影响仅限于局部。设二维平面上的点集

犘＝ 犘１，犘２，…，犘｛ ｝狀 ，狀≥３。犃（犻）表示平面上点犡

到节点犘犻的距离比到点集中其他任何节点的距离

更近的点的集合，用公式表示为

犃（犻）＝ ｛犡∈犚
２：狘犡－犘犻狘≤狘犡－犘犼狘

犼＝１，２，…，犼－１，犼＋１，…，狀；犻＝１，２，…，狀｝．

（１）

犃（犻）实际上是犘犻点与其它狀－１个点的连线的垂直

平分线所形成的狀－１个半平面的交，犃（犻）为凸多

边形，称 为 Ｖｏｒｏｎｏｉ多 边形，多边 形 的 边 称 为

Ｖｏｒｏｎｏｉ边，由多个 Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形组成 Ｖｏｒｏｎｏｉ

图，如图１虚线所示。

一般情形下，Ｖｏｒｏｎｏｉ图的一个顶点同时属于３

个Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形，每个 Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形内仅有一

个节点，连接３个共点的Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形内的节点

则形成一个 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形，所有这些 Ｄｅｌａｕｎａｙ

三角形的集合构成Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分，如图１实线

所示。通过这样的三角剖分以后，在每个Ｄｅｌａｕｎａｙ

三角形内进行３次样条插值，关于图像插值类型的

对比在文献［９］中有详细说明，我们采用的３次样条

插值属于非线性插值范畴。在文献［１０］中提出了一

种Ｂ样条插值技术，基于这种技术的图像插值方法

很好地保护了图像的细节，利用该方法进行三维重

构能够有效改善重构模型的分辨力和光顺性，为提

高三维表面非接触测量精度创造了条件。

图１ Ｖｏｒｏｎｏｉ图及Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形

Ｆｉｇ．１ ＶｏｒｏｎｏｉｄｉａｇｒａｍａｎｄＤｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎｇｌｅ

　　在第一次选取的极大值的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分

如图２所示，由图可知：这样的三角分解的确可以

覆盖大部分像素值，但是并不能够包含所有的像素，

特别是在边界处会出现漏掉像素的情况，将图２的

４个顶点放大之后能够清楚地看到此现象，如图３

（ａ，ｂ，ｃ，ｄ对应顺序为左上，右上，左下，右下）所示。

由图３可知：在第一次极大值的选取所得到的

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角分解图将不能覆盖右上，左下，右下

的所有像素，用 Ｍａｔｌａｂ进行模拟时，对于不能覆盖

的点，将出现ＮａＮ（非数值）。如果只进行这样一次

选取极值以及曲面插值，这几个边界值对整体影响

不明显，但是，我们所采取的二维ＥＭＤ是需要经过

多次循环，直到停止判据满足为止。如果每一次都

忽略边界，经过少量次数的循环以后，所有的像素值

都将出现ＮａＮ，称为变异点。因此必须对每一次曲

面插值以后的像素值进行优化，优化的方法是采用

对称规则，将在每一次插值过程中出现的ＮａＮ用它

的对称位置的像素值来取代，下面以ＮａＮ出现在左

上角情况为例分析对称法。

如图４所示，在像素平面左上角出现了 ＮａＮ

（图４并不是本文处理图像第一次提取极大值的像

素分布，因为如图３（ａ）所示，在第一次提取极大值

过程中，左上角像素并没有出现 ＮａＮ），设 ＮａＮ出
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现在（犻，犼）位置，记为 ＮａＮ（犻，犼）。在二维情况下的

对称 存 在 ３ 种 情 况：横 向 （Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ）、纵 向

（Ｖｅｒｔｉｃａｌ）、对角（Ｉｎｃｌｉｎｅ）。首先找到三种情况分别

对应的第一个非变异点，分别记为：犃（犻，犼Ｈ），犃（犻Ｖ，

犼），犃（犻Ｉ，犼Ｉ），然后分别以这三个点为对称中心，分

别得到ＮａＮ（犻，犼）的３个点：犃（犻，２犼Ｈ－犼），犃（２犻Ｖ－

犻，犼），犃（２犻Ｉ－犻，２犼Ｉ－犼），如图４（ａ）所示。对称原理

就是用对称点的像素值取代变异点，但是现在出现

了３个像点，必须存在一个选择判据：以对称中心到

变异点的距离最短为标准。在像素平面内，犃（狆，

狇）到犃（犿，狀）的距离定义为

犇＝ （狆－犿）
２
＋（狇－狀）槡

２． （２）

图２ 第一次极大值的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角分解

Ｆｉｇ．２ Ｄｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｘｔｒｅｍａ

ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｔｉｍｅ

图３ 顶点处Ｄｅｌａｕｎａｙ三角分解放大图

Ｆｉｇ．３ Ｄｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎａｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｚｅｎｉｔｈ

　　如图４（ｂ）所示，以变异点ＮａＮ（１，１）为例，３个

方向的对称中心分别为：犃（１，４），犃（３，３），犃（６，１），

分别计算其相对于变异点的距离为：槡９，槡８，槡２５，

因此距离最短点为犃（３，３），因此将犃（３，３）像素值

取代ＮａＮ（１，１），每一次选取极大值和极小值之后

都 要 进 行Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 分 解 ，对 于 不 包 含 在

ＮａＮ（１，１）ＮａＮ（１，２）ＮａＮ（１，３）ＮａＮ（１，４）ＮａＮ（１，５）ＮａＮ（１，６）

ＮａＮ（２，１）ＮａＮ（２，２）ＮａＮ（２，３）ＮａＮ（２，４）ＮａＮ（２，５）ＮａＮ（２，６）

ＮａＮ（３，１）ＮａＮ（３，２）ＮａＮ（３，３）ＮａＮ（３，４）ＮａＮ（３，５）ＮａＮ（３，６）

ＮａＮ（４，１）犃（４，２） 犃（４，３） 犃（４，４） 犃（４，５） 犃（４，６）

ＮａＮ（５，１）犃（５，２） 犃（５，３） 犃（５，４） 犃（５，５） 犃（５，６）

犃（６，１） 犃（６，２） 犃（６，３） 犃（６，４） 犃（６，５） 犃（６，６）

犃（７，１） 犃（７，２） 犃（７，３） 犃（７，４） 犃（７，５） 犃（７，６）

犃（８，１） 犃（８，２） 犃（８，３） 犃（８，４） 犃（８，５） 犃（８，６）

犃（９，１） 犃（９，２） 犃（９，３） 犃（９，４） 犃（９，５） 犃（９，６）

犃（１０，１） 犃（１０，２） 犃（１０，３） 犃（１０，４） 犃（１０，５）犃（１０，６）

（ｂ）

图４ 对称原则处理边界像素示意图

Ｆｉｇ．４ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｐｉｘｅｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｕｓｉｎｇ

ｓｙｍｍｅｔｒｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形构成的多边形内的像素点均要进

行以上的对称处理。经过上述对称处理之后，ＥＭＤ

过程可以顺利进行，如图５（ａ，ｂ，ｃ）所示，分别为第

一次提取的极大值和极小值，以及二者平均值进行

的曲面插值的结果。由此可知，以上的处理方法的

确克服了由于所选取的极值点不能覆盖整个像素平

面而造成的边界变异现象。

另外，循环停止判据也是至关重要的，在每一次

迭代都会出现包络平均值犲ａｖｅ，将犲ａｖｅ（犻，犼）≤１作为

停止的判据，此时认为插值曲面比较平滑。当最后

一个ＩＭＦ所对应的余量没有多于２个极值时，此时

所有分解过程结束。

４　二维ＥＭＤ图像处理结果

以下是来自２００８年春节南方小镇的图片，大小

为２５０ｐｉｘｅｌ×２００ｐｉｘｅｌ，在上文中提到的极值选取

以及插值分析也是基于这一幅图，只是在利用对称

原理 处理边界变异时，所在举例子是任意假定的，

原因在上文中已经说明。经过ＥＭＤ处理的结果如

图６（ａ）～图６（ｉ）所示。依次为：原始图像、ＩＭＦ１、

ＩＭＦ２…、ＩＭＦ６、余量、重构图像。将分解的几个

ＩＭＦ函数以及余量相加得到重构图像。

由图可知，原始图像和重构图像之间吻合得很

好，为了说明重构图像和原始图像之间相似的程度，

定义标准差
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图５ 经过优化的极大值（ａ）、极小值（ｂ）、

平均值（ｃ）插值曲面

Ｆｉｇ．５ Ｅｎｖｅｌｏｐｏｆｍａｘｉｍａ（ａ），ｍｉｎｉｍａ（ｂ），ａｖｅｒａｇｅ

（ｃ）ａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ

犛＝
１

犕犖∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

犳ｒｅｃ（犿，狀）－犳０（犿，狀［ ］）｛ ｝２
１／２

，

（３）

其中 犕 表示像素的行数，犖 表示像素的列数，

犳ｒｅｃ（犿，狀）表示重构的图像矩阵第犿行狀列元素值，

犳０（犿，狀）表示原始图像的第犿 行狀列像素值，表示

重构图像时之所以用元素值而不用像素值，是因为

在分解的过程中，所有参以运算的值均为双精度型，

如果转化为８位整型数据，小数点后面数字被去掉，

计算得到的标准差为０。因此为了准确反映重构图

像与原始图像之间的微小差异，必须在没有经过数

据类型转化之前求标准差，通过计算可得标准差为

６．６６７×１０－６。可见重构图像与原始图像之间灰度

值波动很小，由此可知，改进算法能够很好解决边界

变异问题。

５　结　　论

本文对图像处理中二维经验模式分解算法提出

图６ ＥＭＤ处理结果

Ｆｉｇ．６ ＲｅｓｕｌｔｓｐｒｏｃｅｓｓｅｄｗｉｔｈＥＭＤ

改进，在分解过程中涉及到像素极值的选取以及对

极值点进行插值，如果直接运用３次样条插值。对

于不被Ｄｅｌａｕｎａｙ多边形包含的像素将会出现变异，

以至于后面的计算无法实现，因此，本文采用像素对

称原则对不包含在Ｄｅｌａｕｎａｙ多边形内的像素进行

处理。以一幅图像的分解过程为例，将其分解为６

个ＩＭＦ和一个余量，将这６个ＩＭＦ和一个余量相

加实现图像重构，计算得到重构图像与原始图像像

素之间的标准差为６．６６７×１０－６，说明二者吻合得

很好。这种方法在图像压缩以及去噪中运用越来越
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广泛，因此本文的改进算法也将在基于ＥＭＤ的图

像处理中起到积极作用。
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１０６４～１０６８

　 符　祥，郭宝龙．区域指导的激光水下图像插值算法［Ｊ］．中国激

光，２００７，３４（８）：１０６４～１０６８
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《激光与光电子学进展》“光学制造”栏目征稿启事

　　《激光与光电子学进展》是中国科学院上海光学精密机械研究所主办的激光、光电子领域行业性期刊，中

国科技核心期刊。该刊１９６４年创刊，至今已出刊５００余期，旨在促进国内外学术交流，沟通科研单位、生产

部门与用户的联系。２００９年，《激光与光电子学进展》将加大光学制造方向的报道力度，深入研讨光学制造

的技术发展及其在工业、科研各方面的应用。主要涉及方向有光学元器件、光学仪器、光学加工、光学设计、

光学材料、光学薄膜、光学检测等领域。

欢迎相关的科研、技术、市场人员根据我们栏目内容定位，撰写或向我们推荐涉及上述领域的优秀技术

论文。来稿不收取审稿费和版面费，一经录用将优先发表并支付丰厚稿酬。

· 本栏目基本要求：

１）稿件内容应为光学制造领域的最新进展、研究动态、科研和新品开发成果等方面；

２）文章要求内容新颖、论点正确、论据充分、数据可靠、文理通顺；

３）技术文章字数一般为５０００字左右；综述文章字数最多不超过１００００字，且第一作者需为副教授及以

上职称。

· 投稿方式：通过网上投稿系统（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｏｐｔｉｃｓｊｏｕｒｎａｌ．ｎｅｔ／ｌｏｐ．ｈｔｍ）直接上传稿件（主题标明

“光学制造”投稿），也可以直接将稿件ｗｏｒｄ版发至邮箱：ｄｉｎｇｊｉｅ＠ｓｉｏｍ．ａｃ．ｃｎ（主题标明“光学制造”投稿），

如有问题欢迎垂询０２１６９９１８１９８与栏目编辑丁洁联系。

《激光与光电子学进展》编辑部
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