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角谱衍射公式的快速傅里叶变换计算及在
数字全息波面重建中的应用
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摘要　从取样定理出发，对角谱衍射公式及逆运算的快速傅里叶变换（ＦＦＴ）进行了研究。基于研究结果，讨论数

字全息研究中物光通过一个光学系统到达ＣＣＤ探测器的波面重建问题，提出物光场的逆运算追迹重建及像空间

波面重建两种方法。最后，通过数字全息实验及波面重建计算，对两种波面重建方法的可行性作出证明。
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１　引　　言

随着计算机及电荷耦合器件（ＣＣＤ）探测技术的

进步，使用ＣＣＤ代替传统全息感光板的数字全息检

测正成为一个研究热点［１～９］。近年来，随着记录飞

秒级超快瞬态过程的脉冲数字全息技术［８，９］出现，

数字全息更展现出在科学研究及光学无损检测中的

活力，获得高质量的重建物光场是实现准确检测的

基本保证，且使用菲涅耳衍射积分重建物光场是通

常采用的波面重建方法。根据标量衍射理论，瑞利

索末菲公式是衍射问题的准确解，菲涅耳衍射积分

可以视为是瑞利 索末菲公式中衍射长度展开式保

留２次项的傍轴近似
［１０］。为提高波面重建质量，将

瑞利 索末菲公式中衍射长度展开式保留到４次项

进行研究是一种可取的途径［３，４］。然而，通过研究，

能够直接使用瑞利 索末菲公式或消傍轴近似的其

他衍射公式重建物光场，可以得到更准确的结果。

此外，在数字全息检测研究中，由于ＣＣＤ面阵尺寸

固定，为有效获取不同尺寸物体发出的光波场信息，

让物光通过光束变换系统到达ＣＣＤ是通常采用的

方法［７］。在这种情况下，如果也能够使用准确的衍

射公式进行波面重建，更具实际意义。

对衍射的数值计算研究表明［１１］，基尔霍夫公

式、瑞利索末菲公式以及角谱衍射公式均能使用快

速傅里叶变换（ＦＦＴ）进行计算。由于这三个公式均
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是标量衍射准确解，只要遵循取样定理正确完成快

速傅里叶变换计算，便可以直接用它们进行数字全

息波面重建。由于角谱衍射公式相对于另外两个公

式的取样条件容易满足，本文以角谱衍射公式为对

象进行研究。为便于实际应用，首先导出角谱衍射

公式的取样条件，然后在物光通过一个光学系统到

达ＣＣＤ的前提下，提出使用角谱衍射公式进行波面

重建的两种方法，并给出相应的实验证明。

２　角谱衍射积分及其逆运算的快速傅

里叶变换计算

在直角坐标系中，令物平面坐标为狓０，狔０，光波

场为犝０（狓０，狔０），经某一空间距离犱衍射后的衍射

屏坐标为狓，狔，衍射场为犝（狓，狔）。引用傅里叶变换

及逆变换符号 犉｛｝犉－１｛｝，角谱衍射积分可以写

为［１０］：

犝（狓，狔）＝犉
－１｛犉｛犝０（狓０，狔０）｝犎（犳狓，犳狔）｝（１）

式中犳狓，犳狔 为频域坐标

犎（犳狓，犳狔）＝ｅｘｐｉ犽犱 １－（λ犳狓）
２
－（λ犳狔）槡［ ］２ ，（２）

犽＝２π／λ，λ为光波长。

根据（１）式，得到逆运算的表达式：

犝０（狓０，狔０）＝犉
－１｛犉｛犝（狓，狔）｝犎（犳狓，犳狔）｝，（３）

式中

犎（犳狓，犳狔）＝

ｅｘｐ －ｉ犽犱 １－（λ犳狓）
２
－（λ犳狔）槡［ ］２ ． （４）

　　将犎（犳狓，犳狔）及犎
（犳狓，犳狔）视为传递函数，衍

射及衍射逆运算相当于光波场通过一个线性空间不

变系统的变换，可以使用快速傅里叶变换进行计算。

现作让计算满足取样定理的讨论。

由于（３）式的变换函数由函数犝（狓，狔）的傅里

叶变换与传递函数 犎（犳狓，犳狔）的乘积组成。分析

犎（犳狓，犳狔）的表达式知，它是在整个频域都有取值

的函数。因此，要使（３）式的离散计算严格地满足取

样定理是不可能的。然而，在形式上让犎（犳狓，犳狔）

满足取样定理可以视为是在计算区域内犎（犳狓，犳狔）

最高频率所对应的空间周期上至少要有两个取样

点。并且，犎（犳狓，犳狔）的取样满足取样定理后，通

常情况犉｛犝（狓，狔）｝的取样也满足取样定理。基于

这个分析可以导出近似满足取样定律的条件［１１］。

设衍射场的计算宽度为Δ犔，若取样数为 犖×

犖，犎（犳狓，犳狔）的离散表示式为

犎（犳狓，犳狔）＝

ｅｘｐ －ｉ犽犱 １－（λ犿Δ犳狓）
２
－（λ狀Δ犳狔）槡［ ］２ （５）

式中，Δ犳狓＝Δ犳狔＝
１

Δ犔
，犿，狀＝－犖／２，－犖／２＋１，

…，犖／２－１，Ｎ／２。

由于犿，狀＝犖／２对应于最高频谱所在区域，若

在该区域取样变化率小于或等于π，则有



犿
犽犱 １－ λ犿Δ犳（ ）狓

２
－ λ狀Δ犳（ ）狔槡

２

犿，狀＝犖／２
≤π，

（６）

求解得

λ犱犖

Δ犔 Δ犔
２
－２（λ犖／２）槡

２
≤１， （７）

通常Δ犔
２
２（λ犖／２）

２ 总是满足的，（７）式的一个较

好近似是

Δ犔

犖
≥ λ犱／槡 犖． （８）

（７），（８）式为角谱衍射公式取样计算提供了依据．

从形式上看，（７）式或（８）式似乎是很容易满足

的条件，但应该记住这个条件是在犝（狓，狔）的取样

间距Δ犔／犖 满足取样定理的前提下得出的，对于给

定的犖，λ及犱，取样间距并不能任意地扩大。

对于衍射的正向运算，通常也假定犉｛犝０（狓０，

狔０）｝的取样条件相对于传递函数的取样容易实

现［１２］，上面的讨论方法及结论可以直接使用。

３　物光通过一光学系统时波面重建的

两种方法及实验证明

在数字全息检测研究中，为有效获取不同尺

寸物体发出的光波场信息，让物光通过一光束变

换系统到达ＣＣＤ是通常采用的方法，并且通常让

ＣＣＤ面阵置于物光场的像平面，利用像与物的对

应关系实现数字全息检测。因此，物光通过光学

系统后，研究ＣＣＤ在任意位置的波面重建问题具

有实际意义。本文提出两种波面重建方法，用一

个透镜对物光场进行变换的数字全息系统为例进

行研究。

图１是实验简化光路，照明物是来自犗点的发

散球面波，穿过物平面的光波通过透镜后成为会聚

的物光波，该列光波穿过分束器（Ｂｓ）后投向ＣＣＤ成

为物光。平面参考光自上而下由分束器引入，经反

射到达ＣＣＤ成为参考光。可见，实验光路能适应于

被测量的透射式物体尺寸变化的情况。当物体尺寸

较小时，物体移近犗点，携带物体信息的光波较好

地充满ＣＣＤ窗口；反之，当物体尺寸较大时，物体移

近透镜，ＣＣＤ较满意地获取物光信息。

４６１１
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图１ 数字全息实验简化光路

Ｆ ｉｇ．１ Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｏｐｔｉｃｐａｔｈｏｆｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｐｈｙｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

　　实验中物体是透光孔为“龙”字的平面光阑，物

平面计算宽度Δ犔＝１２．８７ｍｍ，取样数犖＝５１２。与

装置相关的其余参数为：λ＝６３２．８ｎｍ，犱ｐ ＝

９０８ｍｍ，犱０＝１４７ｍｍ，犱１＝２６０ｍｍ，犱２＝８０ｍｍ，

犱３＝１１００ｍｍ；透镜焦距犳＝６９９ｍｍ，分束器折射

率狀＝１．５；ＣＣＤ面阵尺寸为４．３４ｍｍ×６．１７ｍｍ，

对应５５２ｐｉｘｅｌ×７８４ｐｉｘｅｌ。由于衍射传递函数法计

算前后光波场宽度不变［１２］，为能完整重建物平面，

通过插值将ＣＣＤ面阵有效像素变为２３６ｐｉｘｅｌ×

３３５ｐｉｘｅｌ，周边补零形成５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ的图

像。实验中将到达ＣＣＤ的参考光设计成与光轴成

一微小角度的平面波，参照文献［１３］的消零级衍射

光方法，在同一实验条件下参考光引入一非２π整数

倍的相移，记录相移前后的两幅数字全息图灰度相

减形成差值图，从差值图的频谱中设计滤波器取出

物光频谱。

３．１　光波场逆向追迹重建

基于衍射逆运算的物理意义，从ＣＣＤ平面出

发，利用角谱衍射的逆运算公式可以逐一计算原光

波传播时在各光学元件分隔面上的光波场，最终能

获得物平面光波场。追迹步骤及相关结果如下：

１）求差值图像，图２（ａ）、（ｂ）分别是参考光相移

前后的ＣＣＤ探测图像，图２（ｃ）是二者的差值图；

２）求差值图的频谱，图２（ｄ）是差值图的频谱，

由于零级衍射光频谱被有效削弱，物光频谱与零级

衍射光频谱能有效分离；

３）设计滤器取出物光频谱，在物光频谱区域通

过数值计算确定物光频谱“重心”，以“重心”位置为

中心，在尽量避开残余零级衍射光频谱的前提下，选

择半径足够大的滤波窗取出物光频谱（图中用浅色

圆周示出圆形选通滤波器范围）。再将选通滤波器

获取的物光频谱移动到频率平面中心，通过补零重

新形成５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ的物光离散频谱。

按照上面的步骤得到犉｛犝（狓，狔）｝的离散频谱，

根据逆运算（３）式的物理意义及图１所示的距离参

数，能逐一在各光学元件界面间作衍射场的逆向追

迹，相关表达式如下。

图２ 逆向追迹重建的相关图像参考光无相移（ａ）、

有相移（ｂ）的ＣＣＤ图像，（ｃ）差值干涉图像及其

频谱（ｄ），（ｅ）物平面图像，（ｆ）物平面光阑的二值图像

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｉｍａｇｅｓｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｉｎｖｅｒｓｅ

ｔｒａｃｉｎｇｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎＣＣＤｉｍａｇｅｆｏｒｒｅｆｅｒｅｎｃｅｌｉｇｈｔ

ｗｉｔｈｏｕｔ（ａ）ａｎｄｗｉｔｈ（ｂ）ｐｈａｓｅｓｈｉｆｔ，

（ｃ）ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｉｍａｇｅａｎｄ

ｉｔｓｓｐｅｃｔｒｕｍ（ｄ），（ｅ）ｏｂｊｅｃｔｐｌａｎｅｉｍａｇｅ，

（ｆ）ｔｗｏｖａｌｕｅｄｉｍａｇｅｏｆｏｂｊｅｃｔｐｌａｎｅａｐｅｒｔｕｒｅ

首先求出立方分束器右侧光波场为

犝３（狓３，狔３）＝犉
－ ｛１ 犉｛犝（狓，狔）｝×

　ｅｘｐ －ｊ
２π

λ
犱３ １－（λ犳狓）

２
－（λ犳狔）槡［ ］｝２ ，（９）

令λｓ＝λ／狀，立方分束器左侧面的衍射场为

犝２（狓２，狔２）＝犉
－ ｛１ 犉｛犝３（狓３，狔３）｝×

　ｅｘｐ－ｊ
２π

λｓ
犱２ １－（λｓ犳狓）

２
－（λｓ犳狔）槡［ ］｝２

．（１０）

根据上面结果，透镜右侧衍射场为

犝１ 狓１，狔（ ）１ ＝犉
－ ｛１ 犉犝２ 狓２，狔（ ）｛ ｝２ ×

　ｅｘｐ－ｊ
２π

λ
犱１ １－ λ犳（ ）狓

２
－ λ犳（ ）狔槡［ ］｝２ ，（１１）

从透镜返回到物平面的计算时应消除透镜变换作
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用，因此有

犝′０ 狓０，狔（ ）０ ＝犉
－ ｛１ 犉犝１ 狓１，狔（ ）１ ｅｘｐｊ犽

狓２１＋狔
２
１

２（ ）｛ ｝犳
×

　　ｅｘｐ －ｊ
２π

λ
犱０ １－ λ犳（ ）狓

２
－ λ犳（ ）狔槡［ ］｝２

．（１２）

由于物平面是被球面波照明的，物平面光波场复振

幅重建还必须进行运算：

犝０ 狓０，狔（ ）０ ＝犝′０ 狓０，狔（ ）０ ｅｘｐ－ｊ犽
狓２０＋狔

２
０

２犱（ ）
ｐ

．（１３）

　　图２（ｅ），（ｆ）分别是追迹重建图像及物平面光阑

强度图像。将重建图像与原物比较可见，重建图像

字体边沿出现灰度的平滑过渡，不再像原光阑透光

孔那样黑白分明，这是由于ＣＣＤ窗口及选通滤波器

不能获取物光频谱高频成份的必然结果［１］，但实验

研究对追迹重建的可行性已给出证明。

应该指出，物平面到ＣＣＤ间无透镜的波面重建

可以视为上述方法的一个特例。由于角谱衍射公式

是消傍轴近似的准确公式，因此利用角谱衍射的逆

运算可以完成高质量的波面重建。

３．２　像空间波面重建

分析逆向追迹重建方法可见，逆向追迹计算量

随光学系统元件数量的增加而增加。在应用研究

中，当光学系统的衍射受限作用可忽略，并且能够视

为轴对称傍轴系统时，可以简明地按下面方法进行

波面重建。

在忽略光学系统的衍射受限作用后，物平面光

波场犝０（狓０，狔０）与理想像犝（狓ｉ，狔ｉ）的关系为
［１４］

犝（狓犻，狔犻）＝
１

犕
犝０
狓ｉ

犕
，狔ｉ（ ）犕 ×

　　ｅｘｐｊ犽１－
１（ ）
犕

狓２犻 ＋狔
２
犻

２犱
［ ］

ｈｉ

， （１４）

式中犕 为像的横向放大率，犱ｈｉ为光学系统像方主面

到像平面的距离。

因此，可用ＣＣＤ探测的数字全息图先对物光场

的像重建，然后根据物像关系表示出物光场。该方

法可称为像空间波面重建法。

为便于实际应用，现用矩阵光学理论确定相关

计算参数。图３给出理论研究的参考坐标，光波自

左向右传播，物平面为狓０狔０ 平面，狓ｉ狔ｉ平面是物光

场的像平面，ＣＣＤ所在平面为狓狔平面，狓犺狔犺平面是

光学系统的像方主面，犱ｃｉ，犱ｈｉ分别为狓狔平面及狓ｈ狔ｈ

平面到像平面的距离。

设狓０狔０ 平面到 狓狔 平面间的光学矩阵为

犃 犅［ ］
犆 犇

，光波从狓０狔０ 平面传播到狓ｉ狔ｉ平面的光学

图３ 理论研究的参考坐标

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｅａｒｃｈ

矩阵则为

犃′ 犅′［ ］
犆′ 犇′

＝
１ 犱ｃｉ［ ］
０ １

犃 犅［ ］
犆 犇

＝

　　
犃＋犆犱ｃｉ 犅＋犇犱ｃｉ［ ］
犆 犇

． （１５）

　　根据矩阵光学理论
［１４］，当狓０狔０ 平面与狓ｉ狔ｉ平

面为共轭像面时犅′＝０，并且狓ｉ狔ｉ平面上像的横向

放大率犕＝犃′。因此有

犱ｃｉ＝－犅／犇， （１６）

犕 ＝犃＋犆犱犮犻． （１７）

　　于是，通过ＣＣＤ探测的全息图获取到达ＣＣＤ

的物光场后，用经典衍射积分对物光场的像重建，根

据光学系统结构确定出系统像方主面到像平面距离

犱ｈｉ，就能求得物光场。

对于图１所示实例，将波面半径为犱ｐ的球面波照

明等效于平面波照明，但物平面后方有一焦距为犱ｐ的

负透镜。狓０狔０平面到狓狔平面间的光学矩阵则为

犃 犅［ ］
犆 犇

＝
１ 犱３［ ］
０ １

１ 犱２／狀［ ］
０ １

１ 犱１［ ］
０ １

×

　　
１ ０

－１／犳
［ ］

１

１ 犱０［ ］
０ １

１ ０

１／犱狆
［ ］

１
． （１８）

　　将相关参数代入（１８）式得到犃＝０．４３８８，犅＝

１１６４．３３ｍｍ，犆＝－０．０００６／ｍｍ，犇＝０．７８９６，再代

入（１６），（１７）式得 犱ｃｉ＝ －１４７４．４９ ｍｍ，犕 ＝

１．２６６４。

将ＣＣＤ平面的物光频谱犉｛犝（狓，狔）｝代入角谱

衍射公式

犝ｉ 狓ｉ，狔（ ）ｉ ＝犉
－ ｛１ 犉［犝（狓，狔）］×

　ｅｘｐｊ
２π

λ
犱ｃｉ １－（λ犳狓）

２
－（λ犳狔）槡［ ］｝２ ，（１９）

重建的像光场强度图像如图４（ａ）（图像宽度

１２．８７ｍｍ×１２．８７ｍｍ，取样数５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ）。

为利用（１４）式重建物平面光波场，必须求出光

学系统像方主面位置。由于实验系统可等价于平行

光照明，但紧贴物平面有一焦距犱ｐ 的负透镜系统，

在确定像方主面的位置时，可利用透镜的成像作用

求出点源犗的像，并将像视为平行光射入系统后系
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统的像方焦点，像方主面在透镜右方的距离则为

犳犱０／（犱ｐ＋犱０－犳），于是有犺ｈｉ＝犱１＋犱２＋犱３＋犱ｃｉ－

犳犱０／（犱ｐ＋犱０－犳）。将 犕＝１．２６６４及相关参数代

入（１４）式后获得的物光场强度图像如图４（ｂ）。通

过比较可见，图４（ｂ）中图像与图２（ｅ）或图２（ｆ）有相

同的尺度，即４（ａ）横向尺寸的确是物光场的１．２６６４

倍，像空间进行波面重建也是可行的。

图４ 基于瑞利衍射理论的重建像光场图像

（ａ）和重建平面光物图像（ｂ）

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｏｐｔｉｃｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ａ）ａｎｄ

ｏｂｊｅｃｔｐｌａｎｅｏｐｔｉｃｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｂ）ｉｍａｇｅｂａｓｅｄｏｎ

Ｒａｙｌｅｉｇｈｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ

　　对于本研究实例，比较两种方法重建物光场强

度图像可见，它们重建光波场的质量没有本质的区

别。

从较严格的理论意义上，两种波面重建方法是

有区别的。如果能够准确表述物光通过光学系统时

每一光学元件对光波场的振幅及相位的变换作用，

角谱衍射公式逆向追迹能获得更接近实际的物光

场。相较而言，像空间波面重建算法基于理想的物

像关系，是在无衍射受限的理想光学系统前提下导

出的。因此，为提高波面重建质量，还有必要对两种

方法进行更深入的研究。应该指出，波面重建包含

振幅及相位的准确重建，在满足取样定理的前提下

物光场相位可以准确重建。

４　讨论与结论
通过对角谱衍射公式及其快速傅里叶变换计算

研究，提出了在数字全息研究中物光通过光学系统到

达ＣＣＤ时波面重建的两种方法，并给出了实验证明。

由于基尔霍夫公式及瑞利索末菲公式及其逆运算也

能使用快速傅里叶变换计算，本文的波面重建计算原

则上也能用这两个公式进行。然而，这两个公式遵循

的是另外的取样条件。通常情况下，利用角谱衍射公

式可以使用较少的取样数完成同等条件的计算。

由于物光通过介质空间直接到达ＣＣＤ的过程

可以视为物光通过一简单光学系统的过程，且角谱

衍射公式是标量衍射的准确解，菲涅衍射积分也是

角谱衍射公式的傍轴近似，相较于常用的菲涅衍射

积分波面重建方法，所做的工作对提高数字全息波

面重建质量的研究提供了有益的参考。
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