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根据远场光班确定夏克 哈特曼传感器
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摘要　提出了一种利用夏克 哈特曼波前传感器测量未知波前时确定其子孔径数目的新方法。首先将被测波前相

位用傅里叶级数展开表示，然后对展开表达式的复振幅进行贝塞尔展开，并对它进行傅里叶变换计算出其远场光

斑分布。分析表明，波前相位频谱分量与远场光斑形态存在某种相互对应的关系，可根据采样定理通过远场光斑

的分布界限确定出夏克 哈特曼波前传感器的采样率。该方法为夏克 哈特曼传感器对未知波前进行测量时其子

合理孔径数目的确定提供了理论依据，有效避免了夏克 哈特曼传感器由于采样率不足而造成精度下降的问题，结

束了在确定夏克 哈特曼波前传感器的子孔径数目时只依靠经验的状态。
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１　引　　言

波前传感器是自适应光学和光学测量等领域的

一个重要技术［１～５］。现存波前测量的方法有：干涉

仪技术、哈特曼波前测量技术以及曲率测量技术［６］。

其中夏克 哈特曼波前测量技术和干涉仪技术是最

为常用的。二者在性能上各有千秋，常常需要根据

实际情况来选择波前测量方法。和干涉仪相比，夏

克 哈特曼波前传感器有很多优越之处，例如：由于

事先用一束高质量的参考光标定，从而在现场测量

时无需参考光，这使得对环境的要求不如干涉仪那

么苛刻。由于事先用参考光标定，可以使得被测量

对象以外的光学元件引入的波前像差自动抵消［６］；
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另外由于结构简单，没有运动部件，加上距离选通的

门控措施，可以对重复率脉冲进行探测，因而在连续

或脉冲光方式下都可以工作。并且它使用成本

低［７］。在文献［８］中列举夏克 哈特曼波前传感器和

ＴｗｙｍａｎＧｒｅｅｎ干涉仪测量结果相媲美，甚至在

ＴｗｙｍａｎＧｒｅｅｎ干涉仪无法测量的情况下夏克 哈

特曼波前传感器也能得到较好的结果的事例。和干

涉仪比较夏克 哈特曼波前传感器也有一些不足。

干涉仪具有很高的空间分辨率和测量精度，在要求

高空间分辨率的情况下，夏克 哈特曼波前传感器测

量精度远远不如干涉仪［９］。在很多大型激光系统

中，需要高质量的脉冲激光光束，因此对于激光波前

像差的精密测量显得尤为重要［９］。但是由于对大孔

径的波前进行测量时，缩束比很大，光束在空间的传

播距离长，外界振动，空气的扰动等因素都会对测量

精度有很大的影响，这时候很难达到干涉仪要求的

环境标准，并且，干涉仪成本较高。另外，在实际测

量中，被测的像差一般具有有限的空间频率带宽，往

往并不要求波前传感器具备太高的空间分辨率。在

这种情况下，使用干涉仪往往发挥不出高分辨率的

优势。而夏克 哈特曼波前传感器成为更好的选择。

文献［１０］详细研究了６４×６４子孔径夏克 哈特曼传

感器与Ｆｉｚｅａｕ移相干涉仪波前测量精度比较，结果

表明６４×６４子孔径空间分辨率的夏克 哈特曼传感

器，其测量精度与干涉仪相当，并在大口径光学测量

和激光光束诊断方面有更多的优点。

对于一个待测量的波前，它所具有的空间频率

带宽界限是未知的。在采用哈特曼传感器进行波前

测量时，其子孔径数的确定始终是个困难。目前最

常用的方法是，对于一待测波前，根据经验，确定夏

克 哈特曼波前传感器子孔径数进行空间采样，然后

进行波前复原，如果复原精度不够，则增加子孔径

数，再进行波面复原，重复这个过程一直到复原精度

不再随着子孔径数目的增加而明显提高，这种方法

费时又费力。文献［１１］中Ｎｅａｌ就是采用此方法给

出了测量一个特定的波前夏克 哈特曼波前传感器

的最佳子孔径数目。到目前为止文献中还没有报导

过反映采样率和探测精度关系的解析表达式，因为

这个关系和入射波的具体形状有关［１２］。如果能给

出一个对于任何一个未知待测波前夏克 哈特曼波

前传感器所需子孔径数目的简单而又适用的方法就

显得迫切需要并且意义重大。本文中的方法就是在

这种需要的前提下提出来的。

　　通过理论分析发现，波前空间频率分布与其远

场光斑范围之间存在相互联系。基于对这种相互联

系的认识，本文提出了确定未知波前空间频带上限

的方法。首先将待测量波前聚焦，然后测量其焦斑

范围并估算出波前空间频率上限。在波前空间频率

上限确定的情况下根据采样定理确定出夏克 哈特

曼传感器的子孔径数目，这样就可以避免由于采样

率不足而造成的精度下降的问题，并且简单易行。

２　波前空间频率和其远场光斑分布的

关系

为了分析方便，先将波前简化为一维，即为

犳（狓）。可以用傅里叶三角级数展开表示为

犳（狓）＝
犪０

２
＋∑

∞

狀＝１

犃狀ｃｏｓ（狀犽狓＋φ狀） （１）

式中犽为基波角频率，φ狀 为狀次谐波初始相位 ，犃狀

为狀次谐波分量振幅。将波长归一化，则该光波复

振幅表示为

ｅｘｐｉ
２π

λ
犳（狓［ ］）＝

ｅｘｐ
ｉ２π

λ

犪０

２
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犃狀ｃｏｓ（狀犽狓＋φ狀［ ］）．

（２）

２．１　单一空间频率波前分析

假设波前只具有第狀次谐波分量犳狀（狓）＝

犃狀ｃｏｓ（狀犽狓＋φ狀），则其幅度谱为：犉（犳狀（狓））＝

犃狀 π［δ（ω－狀犽）＋δ（ω＋狀犽）］，如图１（ａ）所示。将

该单一频率波前的光波复振幅进行贝塞尔展开［１３］，

展开的数学推导过程见附录：

ｅｘｐ
ｉ２π

λ
犃狀ｃｏｓ（狀犽狓＋φ狀［ ］）＝

∑
∞

犿＝０
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α犿狀 ＝２ε犿ｉ
犿Ｊ犿（２π犃狀）

ε０ ＝１　ε犿 ＝２　（犿＝±１，±２，…）， （３）

如果将该光波复振幅进行傅里叶变换就可以得到其

远场光斑分布：
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２

＝

犉∑
∞

犿＝０

α犿狀ｃｏｓ犿（狀犽狓＋φ狀［ ］）
２

＝

８３１１



５期 陈红丽等：　根据远场光班确定夏克 哈特曼传感器采样率的一种方法

∑
∞

犿＝０

α犿狀［ｅｘｐ（ｉ犿φ１）πδ（ω－犿狀犽）＋

ｅｘｐ（－ｉ犿φ１）πδ（ω＋犿狀犽）］
２

＝

∑
∞

犿＝－∞

α犿狀［ｅｘｐ（ｉ犿φ１）πδ（ω－犿狀犽）］
２

＝

∑
∞

犿＝－∞

α
２
犿狀πδ（ω－犿狀犽）

２
， （４）

上式即为该频率波前光波的远场光斑分布。可以观

察到远场光斑是以狀犽为周期延展，而该周期正好是

波前频率。通常实际的波前的幅度较小，从而导致

贝塞尔函数随犿增大而迅速下降，即远场光斑的旁

瓣迅速衰减，如图１（ｂ）所示。

２．２　多空间频率波前分析

实际波前往往是各种空间频率成分叠加而成，

如（１）式所示；其光波复振幅如（２）所示，与２．１过

程类似，将该光波复振幅进行贝塞尔展开为
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其中，α犿狀＝２ε犿ｉ
犿Ｊ犿

２π

λ
犃（ ）狀 ，ε０＝１，ε犿＝２，（犿＝±１，

±２，…）。

图１ 波前空间频率和其远场关系。（ａ）第狀次谐波分

量的幅度谱，（ｂ）第狀次谐波分量的远场光斑．

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｐａｔｉａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｗａｖｅｆｒｏｎｔ

ａｎｄｉｔｓｆａｒｆｉｅｌｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．（ａ）ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ

ｔｈｅ狀ｔｈｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔ；（ｂ）ｔｈｅｆａｒｆｉｅｌｄ

ｓｐｏｔｏｆｔｈｅ狀ｔｈｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔ．

其远场光斑表达式如下：

犉Ｔ ｅｘｐｉ
２π

λ
犳（狓［ ］｛ ｝）

２

＝ 犉Ｔ ｅｘｐ
ｉ２π

λ

犪０（ ）２ ∏
∞

狀＝１

ｅｘｐ
ｉ２π

λ
·犃狀ｃｏｓ（狀犽狓＋φ狀［ ］｛ ｝）

２

＝

犉Ｔ ∏
∞

狀＝１
∑
∞

犿＝０

α犿狀ｃｏｓ犿（狀犽狓＋φ狀［ ］（ ））
２

＝ 犉Ｔ ∑
∞

犿＝０

α犿１ｃｏｓ犿（犽狓＋φ１［ ］）×

犉Ｔ ∑
∞

犿＝０

α犿２ｃｏｓ犿（２犽狓＋φ２［ ］）×…×犉Ｔ ∑
∞

犿＝０

α犿狀ｃｏｓ犿（狀犽狓＋φ狀［ ］）
２

＝ ∑
∞

犿＝－∞

α犿１ｅｘｐ（ｉ犿φ１）πδ（ω－犿犽［ ］）×

∑
∞

犿＝－∞

α犿２ｅｘｐ（ｉ犿φ２）πδ（ω－２犿犽［ ］）×…× ∑
∞

犿＝－∞

α犿狀ｅｘｐ（ｉ犿φ狀）πδ（ω－狀犿犽［ ］）
２

． （６）

上式表明：波前各个空间频率分量对应的远场相互

卷积，就是波前对应的光波远场。波前远场光斑覆

盖范围大于波前空间频带。当波前各个空间频率分

量振幅较小时，各个频率分量对应的远场次旁瓣衰

减迅速，因为卷积具有平滑作用，相互之间卷积后波

前远场光斑覆盖范围略大于波前空间频带。因此可

以将波前远场分布范围作为估计光波最高空间频谱

成份的依据。

３　确定夏克 哈特曼子孔径数目的具

体过程

３．１　对待测波前聚焦，产生远场光斑

假设被测波前直径为犇，光波波长为λ，通过傅

里叶变换光路（图２）即可产生远场光斑。

图２ 傅里叶变换光路

Ｆｉｇ．２ ＤｉａｇｒａｍｏｆｏｐｔｉｃａｌｐａｔｈｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ

３．２　测量焦斑范围并估算波前空间频率上限

由前面分析可以知道把波前远场的分布作为光

波最高空间频谱成分，实际情况往往是这个标准略

大于光波的最高空间频谱成分。故波前的远场分布

的范围可以作为波前空间频率的上限。
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３．３　确定哈特曼的子孔径数目

３．３．１　采样定理（奈魁斯特定理）
［１４］

能由抽样值还原原函数的条件：

① 被还原的函数犵（狓，狔）为限带函数，即其频

谱仅在频率平面上一个有限区域犚上不为零。

② 在狓，狔方向上抽样点最大允许的间隔分别

为
１

２犅狓
，
１

２犅狔
。其中２犅狓，２犅狔 为包围有限区域犚 的

最小矩形在犳狓，犳狔 方向上的宽度。

采样定理告诉我们一个重要的结论：一个连续

的限带函数可以由其离散的抽样序列来代替，而并

不丢失任何信息。换句话说，这个连续函数具有的

信息内容等效于一些离散的信息抽样。采样定理指

出了重新产生原函数所必须的离散值的最低数目。

３．３．２　根据采样定理确定子孔径的数目

严格来说频带有限在物理上并不存在。在本文

中提到的光分布，仅存在于有限的空间范围内，属于

非周期函数，其频率范围可能扩展到无穷。但是这

些函数的频谱随着频率高到一定的程度，总是大大

的减小的，大部分能量总是由一定频率范围内的分

量所携带。这样我们就可以把它近似看作限带函

数，而忽略高频分量引入的误差。

函数在空域 狓 ≤犡，狔 ≤犢 的区间上抽样数

目最少应该为

２犡

１／２犅（ ）
狓

２犢

１／２犅（ ）
狔

＝ （４犡犢）（４犅狓犅狔）， （７）

其中，４犡犢为函数在空域的面积，即入射光的口径，

４犅狓犅狔 为函数在频域上的面积。

光场的远场是通过凸透镜实现的，将光场置于

透镜的前焦面时，在透镜的后焦面上可以得到该光

场的远场。根据傅里叶光学，光学的前焦面和后焦

面上的光场分布存在傅里叶变换的关系。若前焦面

光场为犳（狓１，狔１），其傅里叶变换为
［１５］

犉（犳狓，犳狔）＝犉［犳（狓１，狔１）］＝犳（狓１，狔１）·
ｅｘｐ［－ｉ２π（犳狓狓１＋犳狔狔１）］ｄ狓１ｄ狔１， （８）

则透镜后焦面光场为

犵（狓２，狔２）＝
１

ｉλ犳
犉
狓２

λ犳
，狔２

λ（ ）犳 ， （９）

这里存在空域和频域坐标变换的问题，二者的关系

为

犳狓 ＝
狓２

λ犳
，犳狔 ＝

狔２

λ犳
， （１０）

其中λ为光波长，犳为透镜焦距。犳狓，犳狔 分别为狓，狔

方向的采样频率。则透镜后焦面光场的坐标向量为

狓２ ＝犳狓λ犳， （１１）

通常，远场坐标以衍射极限为单位，本文中系统采用

方形孔径，其衍射极限为

犕犇犔 ＝
λ犳

犇
， （１２）

因此，若以衍射极限作为远场坐标的单位，则远场坐

标向量变为

狓犇犔 ＝
狓２

犕犇犔

＝
犳狓λ犳

λ犳／犇
＝犳狓犇． （１３）

　　在使用计算机进行傅里叶变换运算时，不能对

连续信号进行变换或反变换。如果对连续信号进行

采样，再对离散后信号进行离散傅里叶变化，则可以

得到离散的频谱函数。对连续的光场在一个二维网

格进行采样，如果空域采样周期为犜，采样点数为犖，

则犠＝犖犜＝１／犳Ｆ，其中犳Ｆ 是输入连续光场的频率

分辨率，即频域采样中两相邻点间的频率间隔。为了

增加数字分辨率一般要进行补零处理，如果把原采样

点数扩充为原采样点数的狆倍，远场的范围占有犔

个单元格，则以衍射极限为单位远场的范围为

狀＝犔×
１

（犇／犖）狆犖
×犇＝

犔

狆
， （１４）

则此远场光斑范围对应的频域范围为：Δ犳狓＝
Δ狓

λ犳
＝

狀狓

犇
，Δ犳狔＝

Δ狔

λ犳
＝
狀狔

犇
代入（７），可以知道当入射波面的

远场光斑范围为狀倍衍射极限时，若要完整还原波

面所需子孔径数目不能少于

２犡

１／２犅（ ）
狓

２犢

１／２犅（ ）
狔

＝（４犡犢）（４犅狓犅狔）＝狀狓狀狔．（１５）

４　仿真结果

假设透镜阵列是方形的，并且下文中所提到的

子孔径数目均指一个方向上的子孔径数目。分别以

单一像差和组合像差为例来验证公式（１５）的正确

性。在验证的时候有两个标准，分别是：

（ａ）如果夏克 哈特曼波前传感器采用模式法

复原波面，对于一个由犖 阶Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式构成的

入射波前，犿 个子孔径要建立２犿 个方程，必须满

足犖≤２犿时才是超定方程组，即子孔径数目必须

满足：犿≥犖／２。

（ｂ）最为常用的方法，即变化子孔径数目，观察

波前重构精度和子孔径数目的关系，当重构精度不

再随子孔径数目增加有明显变化时，此时的子孔径

数目就是所需的子孔径数目。
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４．１　单一像差仿真

单一像差以离焦为例，根据条件（ａ）对于离焦

犖＝４，故所需的子孔径数目不能小于２。图３是根

据标准（ｂ）得到的，它反映离焦波面重构精度和子

孔径数目的关系，从图中可以看出，子孔径数目大于

１２时复原精度已经很高（犖ｓｕｂ＝１２，重构精度为

０．００４６）。其中波前重构精度为残余波前相位均方

根值和原始波前相位均方根值的比值。

图３ 离焦像差子孔径数目和波前复原精度之间的关系

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓｕｂａｐｅｒｔｕｒｅｓ

ａｎｄｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｏｒｄｅｆｏｃｕｓ

图４ 离焦像差的远场光斑

Ｆｉｇ．４ Ｆａｒｆｉｅｌｄｓｐｏｔｏｆｄｅｆｏｃｕｓ

　　图４是离焦像差的远场光斑分布图。波面的远

场可能是扩展到无穷的，但是大部分能量都是集中

在有限范围内，随着范围的增大，能量总是大大的减

小的，以致舍去有限范围外的能量所引入的误差也

是可以容许的。如图４远场的主要能量主要集中在

５４８～６０８，分别截取能量的８０％（５５７～６０２），截取

能量的８５％（５５５～６０４）截取能量的９０％（５５１～

６０６）。在仿真中，进行补零处理时，使采样点数扩充

为原来的４倍，故当截取远场光斑能量分别为

８０％、８５％、９０％光斑的范围为１１．５，１２．５，１４倍的

衍射极限，根据（１５）式，要完整的复原该波面，采样

点个数（子透镜的数目）至少为：１２×１２，１３×１３，

１４×１４。可以看出（１５）式得到的结果是满足上述的

两个条件的，截取能量的范围视系统所要求的复原

精度来定。

４．２　组合像差仿真

组合像差以前２０阶组合像差为例，根据条件

（ａ），所需最小子孔径数目为１０。图５是前２０阶组

合像差的波面图。图６由标准（ｂ）得到的，它反映复

合像差波面重构精度和子孔径数目的关系，从图６

可以看出，子孔径数目大于２８时复原精度已经很高

（犖ｓｕｂ＝２８，重构精度为０．００５８）。图７是前２０阶

组合像差波面的远场光斑分布图。截取能量的８０％

（５３３～６３８），截取能量的８５％（５２０`６３１），截取能量

的９０％（５２０～６５１）光斑的范围分别为２６．５，３３，

４６．５倍的衍射极限。根据（１５），要完整的复原该波

面，采样点个数（子透镜的数目）至少为：２７×２７，

３３×３３，４７×４７。仿真结果可以看出（１５）得到的结

果对于复合像差也是成立的，截取能量的范围视系

统所要求的复原精度来定。

图５ 前２０阶Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式生成的组合像差波面

Ｆｉｇ．５ Ｗａｖｅｆｒｏｎｔｏｆｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌａｂｅｒｒａｔｉｏｎｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｂｙｆｉｒｓｔ２０ｏｒｄｅｒｓｏｆＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

图６ 前２０阶Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式生成的组合像差子孔径

数目和波前复原精度的关系

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓｕｂａｐｅｒｔｕｒｅｓａｎｄ

ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｏｒｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ

ａｂｅｒｒａｔｉｏｎｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｆｉｒｓｔ２０ｏｒｄｅｒｓｏｆＺｅｒｎｉｋｅ

　　　　　　　ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
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图７ 前２０阶Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式生成的组合像差

波面的远场光斑分布

Ｆｉｇ．７ Ｆａｒｆｉｅｌｄｓｐｏｔｏｆｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌａｂｅｒｒａｔｉｏｎｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｂｙｆｉｒｓｔ２０ｏｒｄｅｒｓｏｆＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

５　结　　论

该方法给出利用夏克 哈特曼波前传感器测量

未知波前时，如何确定其子孔径数目，并仿真验证。

为夏克 哈特曼传感器合理子孔径数的确定提供了

理论依据，使得确定夏克 哈特曼波前传感器的空间

采样率不再单纯依靠经验，并且该方法和现存的方

法相比要简单易行，利用它可以有效避免由于采样

不足而造成的夏克 哈特曼波前传感器测量精度降

低的问题。
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附　　录

对光波复振幅进行贝塞尔展开的数学推导过程如下：

由于贝塞尔的母函数为

ｅｘｐ
狓

２
狕－

１（ ）［ ］狕
＝ ∑

∞

狀＝－∞

Ｊ狀（狓）狕
狀，

如令 狕＝ｉｅｘｐ（ｉθ），

因为 ｃｏｓθ＝ ［ｅｘｐ（ｉθ）＋ｅｘｐ（－ｉθ）］／２，

则 ｅｘｐ（ｉ狓ｃｏｓθ）＝２∑
∞

狀＝０

ｉ狀Ｊ狀（狓）ｃｏｓ狀θ，

所以可以得到

ｅｘｐｉ
２π

λ
犳（狓［ ］）＝ｅｘｐｉ２πλ

犪０

２
＋∑

∞

狀＝１

犃狀ｃｏｓ（狀犽狓＋φ狀［ ］｛ ｝） ＝

　　ｅｘｐ
ｉ２π

λ

犪０（ ）
２ ∏

∞

狀＝１

ｅｘｐ
ｉ２π

λ
犃狀ｃｏｓ（狀犽狓＋φ狀［ ］） ＝

　　ｅｘｐ
ｉ２π

λ

犪０（ ）
２ ∏

∞

狀＝１
∑
∞

犿＝０

α犿狀ｃｏｓ犿（狀犽狓＋φ狀［ ］） ，

其中，α犿狀＝２ε犿ｉ
犿Ｊ犿（２π犃狀），ε０＝１，ε犿＝２，（犿＝±１，±２，…）．
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