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研究热相干态的 犠犻犵狀犲狉函数

王　帅
（菏泽学院物理系，山东 菏泽２７４０１５）

摘要　利用相干态表象下的 Ｗｉｇｎｅｒ算符和有序算符内的积分（ＩＷＯＰ）技术，首先得到了热相干态（量子纯态）的

Ｗｉｇｎｅｒ函数；同时借助相干态表象和算符的正规乘积形式给出了相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数。结果表明，热相干

态与相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数是相一致的，支持了热场动力学（ＴＦＤ）理论，且采用相干态表象下的 Ｗｉｇｎｅｒ算

符、ＩＷＯＰ技术和算符的正规乘积形式来研究量子态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数非常简捷方便。研究结果加深了人们对量子统

计中相空间技术和热场动力学（ＴＦＤ）理论的认识，且对于其它量子纯态与相应混合态相空间分布函数一致性的研

究具有很好的理论指导意义。
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１　引　　言

在量子相空间理论中，分布函数是量子统计［１］

与量子光学［２］等领域的重要课题。尤其是 Ｗｉｇｎｅｒ

准概率分布函数，是量子相空间理论的奠基性工

作，也是实际应用中主要的工具之一。通常 Ｗｉｇｎｅｒ

函数通过量子态的密度矩阵来定义［３］，而密度矩阵

包含了系统量子态的概率分布及相位等信息，因而

Ｗｉｇｎｅｒ函数与密度矩阵一样包含了该量子态在整

个相空间演化过程中的全部信息。通过重构和测量

量子态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数即可获得量子态在演化过程

中的全部信息。因此，Ｗｉｇｎｅｒ函数的重构和测量对

研究量子态演化过程具有重要意义。目前，已经提

出了多种重构和测量量子态 Ｗｉｇｎｅｒ函数的方

法［４～９］。一些典型的量子态（如真空态、压缩态、

Ｆｏｃｋ态、相干态、奇偶相干态以及双模激发压缩真

空态等等）的 Ｗｉｇｎｅｒ函数先后得到了重构
［７～１２］。

以上文献所得到的 Ｗｉｇｎｅｒ函数对应于温度为

零时的量子纯态，当量子系统处在有限温度犜 时，
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系统处于混合态。Ｔａｋａｈａｓｈｉ与 Ｕｍｅｚａｗａ在１９７５

年提出了热场动力学理论（ＴＦＤ），混合态可以等价

于一个量子纯态，使得量子系统处于非零温度时的

系综平均值可以等价地转换为对一个量子纯态的期

望值［１３］，并给出了热真空态的表达式。随后热相干

态和热压缩态等量子纯态相继提出，并在量子统计

和量子光学中得到了广泛应用［１４～１６］。Ｆａｎ通过利

用有序算符内的积分技术（ＩＷＯＰ技术）和相干态表

象下的 Ｗｉｇｎｅｒ算符，重构了热真空态的 Ｗｉｇｎｅｒ分

布函数，并得到了热真空态与相应混合态（能量本

征态所组成的混合态）的 Ｗｉｇｎｅｒ函数相一致的结

果［１７］。文献［１８］进而得到热真空态与相应混合态

的 Ｈｕｓｉｍｉ分布函数也是相一致的结论，加深了人

们对相空间理论中分布函数的认识。本文将进一步

利用ＩＷＯＰ技术和相干态表象下的 Ｗｉｇｎｅｒ算符，

重构热相干态这一量子纯态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数，并借

助相干态表象和算符的正规乘积形式，方便简捷地

给出相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数。通过比较发现热

相干态与相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数相同，这一研

究结果自然包含了热真空态与相应混合态的

Ｗｉｇｎｅｒ函数相同的结论。

２　热相干态—量子纯态的 Ｗｉｇｎｅｒ函

数

由于量子系统所处的环境温度一般不为零，系

统将处于某个混合态。利用ＴＦＤ理论，可将一个力

学量的系综平均值等价地转换为对一个量子纯态的

期望值，随后热真空态和热相干态等量子纯态被相

继提出。目前，在量子光学和量子统计等领域中热

真空态、热相干态等量子态有着重要的应用。文献

［１４］给出了如下热相干态的定义

狘γ〉犇犜 ＝犇（γ）狘０〉犜，狘０〉犜 ＝犜（θ）狘０
～０〉， （１）

式中｜０〉犜 为热真空态，犇（γ）＝ｅｘｐ（γ犪

－γ

犪）为标准平移算符，犜（θ）＝ｅｘｐ［－θ（犪～犪－犪～犪）］为热压缩算

符。对于处在热库中的一维谐振子系统，热真空态［１７］为｜０〉Ｔ＝ １－犲
－βω（ ） １／２ｅｘｐｅ

－βω／２犪～犪（ ） 狘０
～０〉，则相

应的热相干态表达式为

狘γ〉犇犜 ＝犇（γ）狘０〉犜 ＝ １－ｅ
－βω（ ） １／２犇（γ）ｅｘｐｅ－βω

／２犪～犪（ ） 狘０
～０〉． （２）

在文献［１７］给出了在相干态表象下的 Ｗｉｇｎｅｒ算符为

Δ狑（α，α
）＝∫

∞

－∞

ｄ２狕

π
狘α＋狕〉〈α－狕狘ｅｘｐ（α狕

－狕α
）． （３）

对于任意量子纯态｜ψ〉，其相应的 Ｗｉｇｎｅｒ函数为〈ψ｜Δ（α，α
）｜ψ〉。为了重构热相干态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数，引入

对偶空间的相干态表象

狘～狕〉＝ｅｘｐ－１／２狘～狕狘
２
＋～狕～犪［ ］ 狘

～０〉，　～犪狘～狕〉＝～狕狘～狕〉，　∫
ｄ２～狕

π
狘～狕〉〈～狕狘＝１． （４）

则热相干态的 Ｗｉｎｇｅｒ函数为

犠犇犜（α）＝犜〈０狘犇
（γ）Δ狑（α，α

）犇（γ）狘０〉犜． （５）

利用以下算符公式和相干态表象

狘０〉〈０狘＝：ｅ－
犪

犪：，ｅ犃犅ｅ－犃 ＝犅＋［犃，犅］＋１／２［犃，［犃，犅］］＋…，狘狕〉＝ｅｘｐ－１／２狘狕狘

２
＋狕犪［ ］ 狘０〉（６）

容易证明

犇（γ）Δ狑（α，α
）犇（γ）＝Δ狑（α－λ，α


－λ

）＝

∫
ｄ２狕

π
狘α＋狕－γ〉〈α－狕－γ狘ｅｘｐ［（α－γ）狕 －狕（α －λ）］ （７）

代入式（５），并利用对偶空间相干态表象的完备性，可以得到

犠犇犜（α）＝（１－犲
－βω）〈０～０ 狘ｅｘｐ（犲－βω

／２犪～犪）∫
ｄ２狕

π
狘α＋狕－γ〉〈α－狕－γ狘·

ｅｘｐ［（α－γ）狕 －狕（α －γ）］∫
ｄ２～狕

π
狘～狕〉〈～狕狘ｅｘｐ（犲－βω

／２犪～犪）狘０
～０〉 （８）

再利用ＩＷＯＰ积分技术和以下积分公式

狘０
～０〉〈０～０ 狘＝：ｅｘｐ（－犪犪－～犪～犪）： （９）

∫
ｄ２狕

π
ｅｘｐ［λ狘狕狘

２
＋犳狕＋犵狕

］＝ （－１／λ）ｅｘｐ（－犳犵／λ） （１０）

２０１１
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对式（８）进行积分得到

犠犇犜（α）＝
１－ｅ

－βω

１＋ｅ
－βω
ｅｘｐ

－２（１－ｅ－βω）

１＋ｅ
－βω

狘α－γ狘［ ］２ （１１）

　　 这样就得到了热相干态这一量子纯态的

Ｗｉｇｎｅｒ函数。由式（１１）可知。当平移算符犇（γ）＝

１，即γ＝０时，可以得到热真空态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数，

与文献［１７］的结果相一致。显然当γ＝０，犜＝０时，

由式（１１）就可得出真空态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数。文献

［１７，１８］研究结果证明了热真空态与相应混合态的

相空间分布函数是相一致的。受此启发，下面研究

热相干态这一量子纯态与其相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ

函数相一致的问题。通过利用相干态表象和算符的

正规乘积形式，先给出相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数，

再来研究量子纯态与相应混合态相空间分布函数的

一致性问题。

３　混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数

在有限温度犜时，量子系统以一定的几率处于

某一个量子态上，需要用一组态矢量及其概率来描

述，即系统处于混合态。对于处于热平衡的系统，

混合态常用与吉布斯正则分布相联系的密度矩阵来

表征，其密度矩阵可表示为［１９］

ρ犜 ＝犣
－１ｅ－β犎 （１２）

式中犣＝Ｔｒ（ｅ－β犎）为配分函数，这时量子系统处在

自由热态，由能量本征态所组成的混合态［１９］。由

于密度矩阵包含了量子态的概率分布及相位等信

息，所以由密度矩阵ρ所构建的 Ｗｉｇｎｅｒ函数一样

也包含了量子态的所有量子信息。利用算符恒等式

ｅλ犪

犪＝：ｅｘｐ［（ｅλ－１）犪犪］：这一公式

［１７］，把ρ犜＝

犣－１ｅ－β犎化为正规乘积形式有

ρ犜 ＝ （１－犲
－ωβ）：ｅｘｐ［－（１－犲－ωβ）犪犪］：（１３）

　　对于热场中一维谐振子系统的哈密顿量 犎＝

ω犪
犪。配分函数犣在能量本征态表象中为

犣＝Ｔｒ（ｅ－β
犎）＝∑

∞

狀＝０

〈狀狘ｅ－β
犎
狘狀〉＝∑

∞

狀＝０

ｅ－ωβ狀 ＝
１

１－ｅ
－ωβ

（１４）

由式（１２），可以得到与热相干态这一量子纯态相对应的混合热态的密度矩阵为
［２０］

ρ犜（γ）＝犇（γ）ρ犜犇（γ）＝ （１－ｅ
－ωβ）：ｅｘｐ［－（１－ｅ－ωβ）（犪 －λ）（犪－γ）］： （１５）

在相干态表象中，混合态密度矩阵的 Ｗｉｇｎｅｒ函数可以由下式导出

犠ρ
（α）＝∫

ｄ２狕

π
〈α＋狕狘ρ狘α－狕〉ｅｘｐ（狕α


－α狕

） （１６）

所以式（１５）所表示的密度矩阵的 Ｗｉｇｎｅｒ函数为

犠ρ（α）＝∫
ｄ２狕

π
〈α＋狕狘（１－ｅ－ωβ）：ｅｘｐ［－（１－ｅ－ωβ）（犪 －γ）（犪－γ）］：狘α－狕〉ｅｘｐ（狕α －α狕） （１７）

利用算符恒等式ｅ犃ｅ犅＝ｅ犅ｅ犃ｅ
［犃，犅］和相干态表象，经简单计算可得

犠ρ
（α）＝（１－ｅ－ωβ）∫

ｄ２狕

π
ｅｘｐ｛－（１＋ｅ－ωβ）狕

２
＋

（１－ｅ－ωβ）［（α －γ）狕＋（－犪＋γ）狕 － α－γ
２］｝ （１８）

利用积分公式（１０），积分可得

犠ρ
（α）＝

１－ｅ
－βω

１＋ｅ
－βω
ｅｘｐ［

－２（１－ｅ－βω）

１＋ｅ
－βω

α－γ
２］ （１９）

　　这就是式（１５）所表示的混合热态的 Ｗｉｇｎｅｒ函

数，与文献［２０］的研究结果相一致。但与应用特征

函数或坐标表象计算密度矩阵的 Ｗｉｇｎｅｒ函数相比

较，利用相干态表象和算符的正规乘积形式来计算

混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数显得非常简洁方便，这是利

用相干态表象和算符正规乘积形式进行有关量子计

算的优点。因此给出了计算量子混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ

函数一种简捷方法。

（１９）式与量子纯态热相干态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数

（１１）式相比较发现，热相干态与相应混合态的

Ｗｉｇｎｅｒ函数是相同的。所以，量子系统处于非零温

度时的系综平均值可以等价地转换为对一个量子纯

态的期望值，使得混合态可以等价于一个量子纯

态，支持了热场动力学（ＴＦＤ）理论。且更为重要的
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是，这一研究结果自然包含了热真空态与相应混合

态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数相同的结论，因而与Ｆａｎ在１９９７

年所得热真空态和自由热态（混合态）的 Ｗｉｇｎｅｒ函

数视为统一在理论上是相一致的［１７］。

４　结　　论

本文利用相干态表象下的 Ｗｉｇｎｅｒ算符和

ＩＷＯＰ积分技术，首先得到了热相干态的 Ｗｉｇｎｅｒ

函数；同时借助相干态表象和算符的正规乘积形式

给出了相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数。推导过程简洁

易懂，体现了采用ＩＷＯＰ积分技术、相干态表象下

的 Ｗｉｇｎｅｒ算符和算符正规乘积形式在进行量子计

算时方便简捷的优点。研究结果表明，热相干态与

相应混合态的 Ｗｉｇｎｅｒ函数完全相同，这一结论自

然包含了热真空态与相应混合态 Ｗｉｇｎｅｒ函数相一

致的结果，支持了热场动力学（ＴＦＤ）理论。因此，

本文研究结果进一步加深人们对量子统计中相空间

技术和热场动力学（ＴＦＤ）理论的认识，且对于其它

量子纯态与相应混合态相空间分布函数一致性的研

究具有较好的理论指导意义。
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