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光注入半导体激光器分岔与周期研究

颜森林
（南京晓庄学院物理与电子工程学院，江苏 南京２１００１７）

摘要　研究外部光注入半导体激光器的非线性物理特性，用小信号分析方法分析了激光器的动力学行为。分析了

外部光注入对半导体激光器的激光非线性频率啁啾影响，给出了最大静态锁模公式，理论上指出，有外部光注入半

导体激光器激光频率啁啾不再是传统意义上独立的半导体激光器线性啁啾，它和外部注入光以及激光器所处的物

理状态有着非常强烈的非线性关系，并随着注入指数的增加而增强，同时，频差以及激光器光线宽增强因子也将起

到一定的非线性影响作用。还给出了频差、最大锁模区域、激光分岔条件以及分岔的周期公式。详细地数值模拟

了激光随外部光注入频差和注入参数变化所产生的由分岔进入混沌的动力学行为，并数值分析了周期、三周期、多

周期、混沌、充分发展混沌过程以及它们的旋转涡旋吸引子、频率、频谱、波形变化，分别算出了最大李雅普诺夫

（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）指数、静态最大锁模区域和分岔周期，数值给出激光随频率差变化分岔图，逐步认清了该激光系统不稳

定动力学行为以及频谱特点。
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１　引　　言

在光通信以及光器件应用中，光注入一直受到

人们的重视。例如，由于光注入，副激光器激光被主

激光器稳定地锁模到主激光频率上，可以稳定激光

器工作状态，减小噪声增加调制带宽，或进行波长转

换等［１，２］。然而，在全光通信中，由于很难完全隔离

外部光进入激光器，很小量的外部注入光都能引起

激光器工作不稳定。另外，随着激光注入强度增加，
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激光的动力学行为会变得非常复杂，会出现分岔、双

周期和混沌等现象［３～６］。又由于激光混沌在保密通

信中具有潜在的应用价值［７，８］，所以进一步研究和

分析外部光注入半导体激光器激光系统的动力学特

性是非常必要的。

本文研究了外部光注入半导体激光器激光非线

性频率啁啾，给出了最大静态锁模公式、激光分岔条

件和分岔的频率（周期）公式以及产生分岔的数值分

析；详细地数值模拟了激光随外部光注入参数和注入

频差变化所产生的由分岔进入混沌的动力学行为。

２　模　　型

外部光注入半导体激光器激光系统由相同的主

（Ｍ）、副（Ｓ）分布反馈半导体激光器（ＬＤ）
［１～５］所组

成。ＭＬＤ激光犈ｍｅｘｐ［－ｊ（ω０狋＋ｍ）］注入驱动

ＳＬＤ可使激光犈（狋）ｅｘｐ｛－ｊ［ω０狋＋（狋）］｝呈现出许

多复杂的动力学状态。ＳＬＤ激光场的变化可描述

为［１～５］

ｄ犈
ｄ狋
＝
１

２
（犌－γｐ）犈＋

犽

τＬ
犈ｍｃｏｓ（ｍ－），

ｄ
ｄ狋
＝
１

２β
ｃ（犌－γｐ）＋

犽

τＬ

犈ｍ
犈
ｓｉｎ（ｍ－）－Δωｍ，

ｄ犖
ｄ狋
＝
犐

狇
－γｅ犖－犌犞ｐ犈

２， （１）

式中犈 和分别为激光的振幅和相位；犖 为载流子

数；ω０ 为中心频率，模式增益犌 ＝ （Γ狏ｇ犪／犞）（犖－

犖ｔｈ）／ １＋犈
２／犈槡

２
ｓ，狏ｇ为激光腔内光子的群速度，犪

为增益常数，Γ＝犞／犞ｐ为压缩和限制因子，犞 为激

光腔体积，犞ｐ为激光模式体积，犈ｓ为饱和光子场强；

犖ｔｈ＝狀ｔｈ犞 为激光透明时的载流子数，狀ｔｈ 为它的密

度值；γｐ＝狏ｇ（αｍ＋αｉｎｔ）为光子损耗速率，αｍ 为腔光

子损耗，αｉｎｔ为内部光子损耗；Δωｍ 为注入频差；τＬ＝

２狀ｇ犔／犮为光在激光腔长犔 内来回一周的时间，犮为

真空中的光速，狀ｇ＝犮／狏ｇ为群速折射率；犐为驱动电

流，狇为单位电荷；βｃ为光线宽增强因子；γｅ＝犃ｎｒ＋

犅（犖／犞）＋犆（犖／犞）
２为载流子非线性损耗速率，犃ｎｒ

为非辐射复合速率，犅为辐射复合因子，犆为俄歇复

合因子；犽为光注入指数。

为了进一步了解注入半导体激光器激光频率变

化特点，定义有外部光注入半导体激光器时激光非

线性频率啁啾为

Ω＝
１

２π

ｄ
ｄ狋
＝

１

２π

１

２β
ｃ（犌－γｐ）＋

犽

τＬ

犈ｍ
犈
ｓｉｎ（ｍ－）－Δω｛ ｝ｍ ，（２）

这种啁啾和激光器动力学状态以及外部注入光有

关。如果副激光器是稳定态，频率啁啾将趋于零常

数；如果副激光器是周期态，频率啁啾变化将具有周

期特性；如果副激光器是混沌态，频率啁啾变化也将

具有混沌特性。当然，在没有外部光注入条件下，

（１）式仅是二维系统，其中频率变化方程和（１）式是

不联立的。显然，有外部光注入半导体激光器时激

光频率啁啾不再是传统意义上独立的半导体激光器

线性啁啾，它和外部注入光以及激光器所处状态有

着非常强烈的非线性关系，并随着注入指数的增加

而增强，而频差以及激光器的光线宽增强因子也将

起到一定的非线性影响作用。

３　稳定性分析

（１）式的稳定态犈０，０ 和犖０ 由下列方程组给

出：

１

２
（犌０－γｐ）犈０＋

犽

τＬ
犈ｍｃｏｓ（ｍ－０）＝０，

１

２β
ｃ（犌０－γｐ）＋

犽

τＬ

犈ｍ
犈０
ｓｉｎ（ｍ－０）－Δωｍ ＝０，

犐

狇
－γｅ０犖０－犌０犞ｐ犈

２
０ ＝０， （３）

令归一化注入指数ρ＝犽犈ｍ／τＬ犈０ 以及ｍ－０＝φ０。

由（１）式和（３）式可得频率差

Δωｍ ＝ρ（ｓｉｎφ０－βｃｃｏｓφ０）， （４）

最大锁模区域

Δω ｍａｘ≤ρ １＋β槡
２
ｃ． （５）

　　可以看到注入指数决定了最大锁模区域，而且

在这个区域随着注入指数的增加，系统会变得不稳

定。在耗散系统中稳定解与无规运动的差别和奇异

吸引子的特征是，奇异吸引子的产生必须是以系统

发生失稳为前提，也就是说，耗散系统的非稳定性条

件或者远离平衡条件才有可能产生奇异吸引子，或

经过多次分岔进入混沌。为了在本激光系统中了解

和认识这种不稳定而产生的分岔和混沌现象，现对

（１）式进行稳定性动力学行为分析。令

犈（狋）＝犈０＋δ犈（狋），

（狋）＝０＋δ（狋），犖（狋）＝犖０＋δ犖（狋），

则有

犌（犖０＋δ犖，犈０＋δ犈）≈

犌０（犖０，犈０）＋犌Ｎδ犖＋犌Ｅδ犈，

γｅ（犖０＋δ犖）≈γｅ０（犖０）＋γｅＮδ犖，

这样，一次近似下的扰动方程为
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ｄ

ｄ狋

δ犈

δ

δ

熿

燀

燄

燅犖

＝

犃１１ 犃１２ 犃１３

犃２１ 犃２２ 犃２３

犃３１ 犃３２ 犃

熿

燀

燄

燅３３

δ犈

δ

δ

熿

燀

燄

燅犖

， （６）

这里

犃１１ ＝
１

２
（犌０－γ＋犈０犌犈），

犃１２ ＝
犽

τＬ
犈ｍｓｉｎ（ｍ－０），

犃１３ ＝
１

２
犈０犌Ｎ，

犃２１ ＝
１

２β
ｃ犌Ｅ－

犽

τＬ

犈ｍ
犈２０
ｓｉｎ（ｍ－０），

犃２２ ＝－
犽

τＬ

犈ｍ
犈０
ｃｏｓ（ｍ－０），

犃２３ ＝
１

２β
ｃ犌Ｎ，

犃３１ ＝－２犌０犈０犞ｐ－犈
２
０犞ｐ犌Ｅ，

犃３２ ＝０，

犃３３ ＝－γｅ０－犖０γｅＮ－犈
２
０犞ｐ犌Ｎ，

犌Ｎ ＝
犌

犖 犖＝犖０
，犈＝犈０

，

犌Ｅ ＝
犌

犈 犖＝犖０
，犈＝犈０

，

γｅＮ ＝
γ犲

犖 犖＝犖０

．

设（６）式的本征值为λ，其本征值方程为

λ
３
＋λ

２犫１＋λ犫２＋犫３ ＝０， （７）

这里

犫１ ＝－（犃１１＋犃２２＋犃３３），

犫２ ＝－（犃３１犃１３－犃１１犃２２＋犃１２犃２１－

犃３３犃１１－犃３３犃２２），

犫３ ＝－（犃３１犃１２犃２３－犃３１犃１３犃２２＋

犃３３犃１１犃２２－犃３３犃１２犃２１），

由霍尔维茨条件，全部本征值具有负实部的充要条

件是

犫１ ＞０，犫３ ＞０，犫１×犫２－犫３ ＞０， （８）

则（６）式的零解是全局渐近稳定的，（１）式系统将渐

进趋于平衡点上。如果

犫１ ＞０，犫３ ＞０，犫１×犫２－犫３ ＝０， （９）

（６）式的本征值有一负的实根和一对零实部的共轭

复根，那么（１）式系统将开始分岔，并将出现极限环，

其振荡周期为

犜＝２π犫
－１／２
２ ， （１０）

适当选取参数Δωｍ，犽和犈ｍ 使其满足霍尔维茨条件

（９）式，即利用式犫１×犫２＝犫３，就可以确定分岔的条

件以及振荡的频率或周期。如果

犫１ ＜０，或犫３ ＜０，或犫１×犫２－犫３ ＜０，（１１）

（６）式的本征值将有正的实部根，（６）式的零解将是

不稳定的，那么（１）式系统将出现不稳定现象。

４　数值分析和模拟

数值分析时取文献［５］的数值，并让犈 对犈ｓ，

狋对狀狊，犖 对犖ｔｈ归一化，以下各图中所有单位均已

按此归一化。首先研究（１）式系统随注入参数变化

的动力学行为，均取犈ｍ＝０．１２５６犈ｓ 和Δωｍ＝２π×

１０９ｒａｄ／ｓ。

图１ 三周期

Ｆｉｇ．１ Ｔｒｉｐｅｒｉｏｄ

当犽＝０．００５时，三周期出现了，意味着混沌将

出现［１～３］，如图１所示。其中图１（ａ）是由犈和犖 构

成的相空间，它显示出三周期轨道；图１（ｂ）是由

犈狓，犈狔（犈狓 和犈狔 分别是场犈 的实数部分和虚数部

分）和构成的三维相空间，可以看到犈狓 和犈狔 随

发生周期性变化；图１（ｃ）是相位随时间的变化，随

着时间增加，相位值呈现不明显的周期性递减，这

完全是因为激光处在周期态所决定的；图１（ｄ）是相

位余弦随时间的周期变化，它反应了场实部相位的

变化；图１（ｅ）是犈随相位的周期变化，它和图１（ｂ）

是有所区别的，是因为犈＝ 犈狓＋ｊ犈狔 ，随相位的变

化，犈的大小也呈现周期性变化；图１（ｆ）是由犈狓 和

犈狔 构成的极限环相图；图１（ｇ）是非线性频率啁啾（其

中狀是２－３０狀狊平均取２０００点），由于激光器是周期

态的，所以非线性频率啁啾变化也具有周期特性；图
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１（ｈ）是犈狓，犈狔 和犖 构成三维相空间的周期轨道。

犽＝０．００８时，图２是多周期的，其中图２（ａ）显

示出多周期轨道（准五周期轨道，还包含着许多精细

结构）；图２（ｂ）是犈狓 和犈狔 随发生周期性变化图；

图２（ｃ）是相位随时间的周期性递减变化；图２（ｄ）

是相位的余弦随时间的周期变化；图２（ｅ）是犈随相

位的周期变化；图２（ｆ）表明犈狓 和犈狔 是周期性变化

的，但这种变化已呈现出旋转特性；图２（ｇ）是非线性

频率啁啾，它的变化已比较复杂且具有五周期特点；

图２（ｈ）是犈狓，犈狔 和犖 构成三维相空间的多周期轨

道（五周期），显然多周期轨道更为复杂。

图２ 多周期

Ｆｉｇ．２ Ｍｕｌｔｉｐｅｒｉｏｄ

当犽＝０．０２时，混沌出现了。图３（ａ）显示典型

的激光吸引子轨道；图３（ｂ）是犈狓 和犈狔 随发生变

化，具有四个半涡旋吸引子；图３（ｃ）是相位随时

间的变化，在大约１４～３８ｎｓ，相位大约在－４０上

做随机振荡，大约３８ｎｓ后相位又递减振荡变化；

图３（ｄ）是相位的余弦随时间的非周期变化，尽管

相位是周期余弦函数，但它的值并非呈现周期性，

具有随机特点；图３（ｅ）是犈随相位的变化，有四

个涡旋吸引子；图３（ｆ）呈现出犈狓 和犈狔 相轨道具有

旋转特性特点；图３（ｇ）是非线性频率啁啾，它的变

化非常复杂且幅值非常大。目前许多激光混沌通信

系统还没有考虑非线性频率啁啾对混沌编码解码的

影响［６～８］，所以在混沌通信中必须特别重视这种非

线性频率啁啾的研究，而混沌信号在传输过程中非

线性频率啁啾影响也是不可忽略的；图３（ｈ）是犈狓，

犈狔 和犖 构成的三维相空间的混沌轨道，它具有双

涡旋吸引子特点。

图３ 混沌

Ｆｉｇ．３ Ｃｈａｏｓ

图４ 充分混沌

Ｆｉｇ．４ Ｆｕｌｌｃｈａｏｓ

当犽＝０．０３时，图４（ａ）是充分发展混沌激光吸

引子轨道，图４（ｂ）是犈狓 和犈狔 随的变化，形成了

多个涡旋吸引子；图４（ｃ）是相位随时间的递减振

荡变化；图４（ｄ）是相位的余弦随时间的非周期变

化；图４（ｅ）是犈随相位的变化，呈现多个涡旋吸

引子；图４（ｆ）是犈狓 和犈狔 呈现旋转特性的相轨道

（即旋转涡旋吸引子）；图４（ｇ）是非常复杂的非线性

频率啁啾；图４（ｈ）是犈狓，犈狔 和犖 构成三维相空间

的混沌轨道，也具有双涡旋吸引子特点。
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系统的动力学行为可以用最大李雅普诺夫指数

诊断，当最大李雅普诺夫指数大于零，系统动力学行

为特征就是混沌态，数值计算出图４（ａ）最大李雅普诺

夫指数是０．１２＞０［２０～１０００ｎｓ内数值计算（１）式］，

说明系统正处在混沌充分发展阶段。

频谱分析混沌特性也是一种常用的方法，频谱

图５（ａ）～图５（ｄ）分别对应犽＝０．００５，０．００８，０．０２和

０．０３，图５（ａ）是三周期，图５（ｂ）是多周期，图５（ｃ）和

图５（ｄ）是混沌，混沌频谱明显变宽了。

图５ 频谱

Ｆｉｇ．５ Ｓｐｅｃｔｒｕｍ

图６（犽＝０．０３３）分别是（狋，犈）图，（犖，犈）图和频

谱图。由于注入参数的进一步增加，混沌频谱变得

更宽了。

图６ 混沌轨道和频谱

Ｆｉｇ．６ Ｏｒｂｉｔａｎｄｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｃｈａｏｓ

图７是极坐标系中的混沌旋转涡旋吸引子，

图７（ａ）（犽＝０．０３１），图７（ｂ）（犽＝０．０３２），图７（ｃ）

［犽＝０．０３２，初值和图７（ｂ）不一样］和图７（ｄ）（犽＝

０．０８２）都是随相位变化的涡旋吸引子，它们都具有

旋转特性，随着犽值的增加，旋转涡旋吸引子已向全

空间发展，而图７（ｂ）和图７（ｃ）由于初值不同，其混

沌旋转涡旋吸引子的轨道也有所不同。

图７ 旋转吸引子

Ｆｉｇ．７ Ｗｈｉｒｌｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

图８（犽＝０．０３３３和犈ｍ＝０．１２５６犈ｓ）是（１）式系

统随频率差变化（－５～５ＧＨｚ平均分为１００等份）

的分岔图。图８中０～１５有几个多周期，而在１６，

激光突然进入稳定态，这种态的突变还要作进一步

研究。在２２以后，系统开始分岔，出现双周期，在

３５，出现三周期，３７～６０可以认为是混沌充分发展

时期，６１～７０可以认为是多周期，７１～７３是在狭窄

区间上的混沌态，７４～７７是双周期，而７８～８０是三

周期，然后是多周期态。

图８ 分岔图

Ｆｉｇ．８ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

最后分析静态最大锁模区域和分岔周期。当

犽＝０．０３３３和犈ｍ＝０．１２５６犈ｓ时，静态最大锁模区域

大约是３６ＧＨｚ，由图８知在这个频率区间内会呈现

出许多动力学不稳定性。由图８（取Δωｍ＝－４．４π×

１０９ｒａｄ／ｓ）和（７）式，（９）式和（１０）式得到分岔周期

犜≈０．３２ｎｓ。
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５　结　　论

本文提出外部光注入半导体激光器激光非线性

频率啁啾，给出了静态最大锁模公式、激光分岔条件

和周期公式；给出了激光随外部光注入参数和注入

频差变化所产生的由分岔进入混沌的动力学过程，

算出了最大李雅普诺夫指数，特别分析了啁啾以及

柱坐标系统中的混沌旋转吸引子。
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１４０犿犿提拉法犖犱∶犌犌犌晶体研制成功

　　中国科学院安徽光机所晶体材料研究室殷绍唐

研究组经过数年的努力，解决了大口径Ｎｄ∶ＧＧＧ晶

体生长中的诸多难题，在２００８年底取得了重要进

展，用提拉法生长出质量优良、无开裂的１４１ｍｍ

Ｎｄ∶ＧＧＧ晶体。

提拉法Ｎｄ∶ＧＧＧ是高功率大能量固体激光的

图１１４１ｍｍ提拉法Ｎｄ∶ＧＧＧ晶体

Ｆｉｇ．１ Ｎｄ∶ＧＧＧｃｒｙｓｔａｌｏｆ１４１ｍｍｇｒｏｗｎｂｙ

Ｃｚｏｃｈｒａｌｓｋｉｍｅｔｈｏｄ

工作物质，它具有与 Ｎｄ∶ＹＡＧ相近的激光性能，但

其相对容易实现平界面生长，可克服晶体生长中的

核心；同时 Ｎｄ∶ＧＧＧ 的熔点比 Ｎｄ∶ＹＡＧ低了近

２００℃，更有利于生长大口径晶体毛坯；Ｎｄ３＋ 在

ＧＧＧ中的分凝系数是其在 ＹＡＧ中的３～５倍，更

有利于生长光学质量均匀的晶体；它也具有优良的

热学和机械性能。因此，提拉法Ｎｄ∶ＧＧＧ是获得高

功率大能量中所需大口径激光工作物质的重要材

料。解决大口径Ｎｄ∶ＧＧＧ晶体的提拉法生长技术是

当前晶体生长的重要课题。

中国科学院安徽光学精密机械研究所，

　　　　　　　　 安徽 合肥２３００３１

张庆礼
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