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摘要　根据数据平滑理论推导求解出能够使对称分数Ｂ样条在函数平滑性和逼近性两者之间达到最优的折衷的

分数阶α≈７．９；并通过对ＢｉｒａＳｈｒｉｎｋ基于相邻层系数相关性的小波去噪模型进行改进，得到对分数样条的阶具有

自适应性的新阈值公式。试验结果能够说明所推导理论结果的正确性和所给对称分数样条小波系数阈值公式的

有效性。基于分数样条小波的图像去噪算法对几何纹理较多的图像去噪效果比较理想，像Ｂａｒｂａｒａ这种几何纹理

较多的图像当噪声方差不超过１０时，该方法去噪后的图像客观峰值信噪比（ＰＳＮＲ）可以达到３４．９８４２，而且去噪结

果中较好地保留了原始图像的纹理信息。
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中图分类号　ＴＰ３９１　　　文献标识码　Ａ　　　犱狅犻：１０．３７８８／犃犗犛２００９２９０４．０９０７

犐犿犪犵犲犇犲狀狅犻狊犻狀犵犝狊犻狀犵犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾犅犛狆犾犻狀犲犠犪狏犲犾犲狋狊犜犺狉犲狊犺狅犾犱犻狀犵

犣犺犪狀犵犇犪狇犻
１，２
　犙狌犛犺犻狉狌

１
　犔犻犠犲犻犫犻狀

３
　犎犲犔犻

１

１犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犃狌狋狅犿犪狋犻狅狀，犖狅狉狋犺狑犲狊狋犲狉狀犘狅犾狔狋犲犮犺狀犻犮犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犡犻’犪狀，犛犺犪犪狀狓犻７１００７２，犆犺犻狀犪

２犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊，犘犔犃犡犻’犪狀犜狅狀犵狓犻狀犆狅犾犾犲犵犲，犡犻’犪狀，犛犺犪犪狀狓犻７１０１０６，犆犺犻狀犪

３犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犈犾犲犮狋狉狅狀犻犮犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犖狅狉狋犺狑犲狊狋犲狉狀犘狅犾狔狋犲犮犺狀犻犮犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犡犻’犪狀，犛犺犪犪狀狓犻７１００７２，

烄

烆

烌

烎犆犺犻狀犪

犃犫狊狋狉犪犮狋　犃犮犮狅狉犱犻狀犵狋狅犱犪狋犪狊犿狅狅狋犺狋犺犲狅狉狔，狋犺犲犫犲狊狋狋狉犪犱犲狅犳犳犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾狅狉犱犲狉狅犳７．９，狑犺犻犮犺狋犺犲狊狔犿犿犲狋狉犻犮

犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾犅狊狆犾犻狀犲狑犪狏犲犾犲狋狊犮犪狀犪犮犺犻犲狏犲犫犲狋狑犲犲狀犻狋狊狊犿狅狅狋犺狀犲狊狊犪狀犱犪狆狆狉狅狓犻犿犪狋犻狅狀狋犲狓狋狌狉犲，犻狊犱犲犱狌犮犲犱．犃狀犲狑

狋犺狉犲狊犺狅犾犱犻狀犵犳狅狉犿狌犾犪狑犺犻犮犺犺犪狊狊犲犾犳犪犱犪狆狋犪犫犻犾犻狋狔狑犻狋犺狋犺犲狅狉犱犲狉狅犳狋犺犲犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾狊狆犾犻狀犲狑犪狏犲犾犲狋，犻狊犱犲狉犻狏犲犱，狋犺狉狅狌犵犺

犻犿狆狉狅狏犻狀犵狋犺犲狑犪狏犲犾犲狋犱犲狀狅狊犻狀犵犿狅犱犲犾犫犪狊犲犱狅狀犫犻狏犪犛犺狉犻狀犽狀犲犻犵犺犫狅狉犻狀犵犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狉犲犾犲狏犪狀犮犲．犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾狊狆犾犻狀犲

狑犪狏犲犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿犻狊犪狀犲狑狆狅狑犲狉犳狌犾狋狅狅犾犳狅狉狉犲犿狅狏犻狀犵狀狅犻狊犲犪狀犱犻狉狉犲犾犲狏犪狀狋犻狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犳狉狅犿犱犲狀狅犻狊犲犱犻犿犪犵犲狊．

犈狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾狉犲狊狌犾狋狋犲狊狋犻犳犻犲狊狋犺犲狅犫狋犪犻狀犲犱狋犺犲狅狉犲狋犻犮狉犲狊狌犾狋．犆狅犿狆犪狉犻犲犱狑犻狋犺狋狉犪犱犻狋犻狅狀犪犾犱犲狀狅犻狊犻狀犵犪犾犵狅狉犻狋犺犿狊，犻狋犮犪狀

犪犮犺犻犲狏犲犺犻犵犺犲狉狊狌犫犼犲犮狋犻狏犲犪狀犱狅犫犼犲犮狋犻狏犲犻犿犪犵犲狇狌犪犾犻狋犻犲狊，犲狊狆犲犮犻犪犾犾狔犳狅狉狋犲狓狋狌狉犲犻犿犪犵犲狊．犠犺犲狀狋犺犲犅犪狉犫犪狉犪犻犿犪犵犲狑犻狋犺

狏犪狉犻犪狀犮犲犻狊狀狅犿狅狉犲狋犺犪狀１０，狋犺犲狆犲犪犽狊犻犵狀犪犾狋狅狀狅犻狊犲狉犪狋犻狅狅犳狋犺犲犱犲狀狅犻狊犲犱犻犿犪犵犲犮犪狀狉犲犪犮犺３４．９８４２犪狀犱犻狋狊犵犲狅犿犲狋狉犻犮

狋犲狓狋狌狉犲狊犪狉犲狑犲犾犾狆狉狅狋犲犮狋犲犱犪犳狋犲狉犱犲狀狅犻狊犻狀犵犫狔狋犺犻狊犪犾犵狅狉犻狋犺犿．

犓犲狔狑狅狉犱狊　犻犿犪犵犲狆狉狅犮犲狊狊犻狀犵；犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾犅狊狆犾犻狀犲狑犪狏犲犾犲狋；犻犿犪犵犲犱犲狀狅犻狊犻狀犵；犳狌狀犮狋犻狅狀狊犿狅狅狋犺狀犲狊狊；犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾狅狉犱犲狉

狅犳犪狆狆狉狅狓犻犿犪狋犻狅狀；犅犪狔犲狊犻犪狀犲狊狋犻犿犪狋犻狅狀

　　收稿日期：２００８０４３０；收到修改稿日期：２００８０７１５

基金项目：国家自然科学基金重点项目（６０１３４０１０）和陕西省工业攻关项目（２００８ｋ０７１４）资助课题。

作者简介：张大奇（１９７６－），男，博士研究生，主要从事图像处理方面的研究。Ｅｍａｉｌ：ｄｑｚｈａｎｇ２００５＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ．ｃｎ

导师简介：曲仕茹（１９６３－），女，教授，博士生导师，主要从事图像处理和模式识别等方面的研究。

Ｅｍａｉｌ：ｓｈｉｒｕｑｕ＠ｎｗｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

１　引　　言

图像去噪是图像分析和计算机视觉中最基本然

而又是十分重要的技术。图像的纹理和边缘在图像

配准和图像融合等应用中都是非常重要的拓扑信

息。如何在图像去噪的过程中尽可能保护这些拓扑

信息是一个值得研究的课题。小波变换由于具有很

多优点，如低熵性、多分辨分析、去相关性、灵活性选

取基函数等，因而获得了极大的发展。１９９２年

Ｍａｌｌａｔ
［１］提出了奇异性检测的理论，从而可以利用

小波变换模极大值的方法去噪；１９９５年Ｄｏｎｏｈｏ提
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出了非线性小波变换阈值去噪算法，后人很多的工

作都是在其工作的基础上，通过修改阈值来提高消

噪性能和解决实际问题［２～７］。用小波包进行消噪的

过程与用小波进行消噪的过程相似，只是它的阈值

处理是加在最优树结构上的。近几年来应用多小波

去噪也日益成熟。Ｃａｎｄｅｓ和Ｄｏｎｏｈｏ提出了适合

表示具有方向性奇异特征的脊波变换，后来又出现

的局部脊波变换和曲波变换，被应用在去噪上也取

得了很好的效果［８～１０］。

分数样条小波具有分数阶逼近能力，分数样条小

波的行为如同分数阶导数算子，因此分数样条小波可

以很好地刻画图像纹理。１９９９年 ＭｉｃｈａｅｌＵｎｓｅｒ与

ＴｈｉｅｒｒｙＢｌｕ
［１１，１２］首次提出了分数Ｂ样条小波，并给出

了具体的表达式、对相关性质作了证明，还推导出了

基于离散傅里叶变换的分数Ｂ样条小波分解和重构

公式。文献［１３］给出了一种利用分数Ｂ样条对图像

进行“平滑”操作的快速算法，虽然图像平滑和图像去

噪在一定程度上是一致的，但是它们之间还是存在区

别。文献［１４］涉及的是利用分数Ｂ样条基进行图像

融合的问题。国内外文献介绍有关基于分数样条小

波变换的去噪方法仍然很少见，如果还是沿用传统小

波去噪方法，就不会充分考虑分数样条基函数的特

性。本文主要根据分数Ｂ样条函数的平滑性能和函

数逼近性能揭示其图像去噪能力。

２　对称分数Ｂ样条与 Ｋ阶Ｂ样条

α阶对称分数Ｂ样条的定义
［１１，１２］为

β
α
（狓）＝β

（α－１）／２
＋ ·β

（α－１）／２
－ ， （１）

其中β
α
＋（狓）和β

α
－（狓）分别是α阶因果分数Ｂ样条和

α阶反因果分数Ｂ样条β
α
＋（狓）＝

１

Γ（α＋１）
Δ
α
＋狓

α
＋＝

１

Γ（α＋１）∑犼≥０
（－１）犼

α＋１（ ）犼
（狓－犼）α＋ 和β

α
－（狓）＝

Δ
α＋１
－

狓α－
Γ（α＋１（ ））＝βα＋（－狓）．
α阶对称分数Ｂ样条的傅里叶变换为

＾
β
α
（ω）＝

ｓｉｎ（ω／２）

ω／２

α＋１

＝ ｓｉｎｃ（ω／２）α＋１，（２）

该式在分布意义下总成立。

对称分数Ｂ样条显式时域表达式
［１２］为

１）当α≥－１且为非偶数时

β
α
（狓）＝

１

２ｓｉｎ（πα／２）Γ（α＋１）
Δ
α
狓

α
 ＝

１

２ｓｉｎ（πα／２）Γ（α＋１）∑犼∈犣
（－１）犼＋

１·

α＋１（ ）犼
狓－犼

α， （３）

　　２）当α＝２狀即为偶数时

β
２狀
（狓）＝

（－１）
狀＋１

πΓ（２狀＋１）
Δ
２狀
狓

２狀
 ＝

（－１）
狀＋１

２π狀！∑犼∈犣
（－１）犼＋

１·

　
２狀＋１（ ）犼

狓－犼
２狀ｌｇ狓－犼 ， （４）

又对 犳∈犠
α＋１
２

‖犳－犘犪‖犔
２ ≤

２ζ（α＋２）－１／槡 ２

π
α＋１

·

‖犇
α＋１
犳‖犔

２犪α＋１， （５）

上式中犘犪 为函数犳在尺度为犪的分数Ｂ样条空间

上的投影。由逼近误差具有犪α＋１ 衰减性可知分数Ｂ

样条具有α＋１分数阶逼近能力。

Ｓｃｈｏｅｎｂｅｒｇ首先引入Ｂ样条函数。犓 阶（或犓

－１次）Ｂ样条一种定义为

β
犓（狓）＝

１
（犓－１）！∑

犓

犼＝０

（－１）犼（ ）犓犼 ·
狓＋犓／２－（ ）犼

犓－１， （６）

它与β
α
（狓）具有相同傅里叶变换

＾
β
犓（ω）＝

ｓｉｎ（ω／２）

ω／２

犓

＝ｓｉｎｃ
犓（ω／２）． （７）

不同的是β
α
（狓）的定义域为整个实数空间，β

犓（狓）的

定义域为［－犓／２，犓／２］。这说明对称分数Ｂ样条不

具有紧支集而犓阶犅样条具有紧支集。又由不等式

β
α
（狓）≤

犓α｛［狓］｝
α
 ＋犆α

１＋ 狓 α＋２
，

（犓α ＞０和犆α ＞０） （８）

可知β
α
（狓）具有较快的衰减性

［１１］，且当α＞－１时，

β
α
（狓）∈犔

１，当α＞－１／２时，β
α
（狓）∈犔

２．

３　函数平滑性和逼近性能

由数据平滑理论对平滑函数θ（狓）的三个要求：

１）θ（狓）为偶函数，即θ（狓）＝θ（－狓）；２）归一性，即

∫
∞

－∞
θ（狓）ｄ狓＝１；３）傅里叶变换

＾
θ（ω）满足

＾
θ（ω）＜

１．对称分数Ｂ样条正好满足上述要求。主要利用

以下两个准则度量了对具有分数阶导数函数θ（狓）

的平滑性和函数逼近特性：

（１）设狔（狓）是具有 犘 阶分数阶导数，其平滑

性 能 可 用 平 滑 准 则 犐犘 度 量：犐犘（狔） ＝

∫
∞

－∞

［犇狆狔（狓）］
２ｄ狓；

８０９
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（２）设狔（狓）逼近于犳（狓），则其逼近程度可用

逼近准则犈度量：犈（狔）＝∫
∞

－∞

［狔（狓）－犳（狓）］
２ｄ狓。

处理目标是得到较为平滑的结果同时又尽可能

的逼近原始信号犳（狓）．分数阶导数的傅里叶变换

定义为∫犇
狆
犳（狓）ｅ

－ｉω狓ｄ狓＝ （ｉω）狆^犳（ω）．设狔（狓）为平

滑函数θ（狓）对 犳（狓）的平滑结果，即狔（狓）＝

θ（狓）犳（狓）．则由

犐犘（犳）＝∫
∞

－∞
犇犘犳（狓）

２ｄ狓＝

１

２π∫
∞

－∞
ω

２狆
犳^（ω）

２ｄω， （９）

犐犘（狔）＝∫
∞

－∞

［犇狆狔（狓）］
２ｄ狓＝

１

２π∫
∞

－∞
ω

２狆 ＾θ（ω）
２
犳^（ω）

２ｄω，（１０）

所以，若

∫
∞

－∞
ω

２狆
犳^（ω）

２ｄω＜

　　∫
∞

－∞
ω

２狆 ＾θ（ω）
２
犳^（ω）

２ｄω （１１）

成立，必须 ＾
θ（ω）＜１；而且

＾
θ（ω）越小 ，平滑性能

越好。另一方面：

犈（狔）＝∫
∞

－∞

［狔（狓）－犳（狓）］
２ｄ狓＝

１

２π∫
∞

－∞

［^θ（ω）－１）］
２^
犳
２（ω）ｄω， （１２）

＾
θ（ω）越接近１，逼近性能越好。所以θ（狓）在满足

函数平滑性和逼近性上是矛盾的。

为了达到折中的效果，若使用分数样条β
α
（狓）作为

平滑函数，就需要寻找阶数α^，使下面泛函达到最小，即

犑（^α）＝ ｍｉｎ
α＞－１／２

｛犐狆（狔）＋ρ犈（狔）｝， （１３）

其中ρ（ρ＞０）为自由参数，是光滑性相对于逼近性

的重要程度系数。假设所输入信号犳（狓）的频谱

犳^（ω）＝１，再根据对称性，得到平滑准则犐狆 和逼近

准则犈（狔）

犐犘（狔）＝
１

π∫
∞

０
ω
２狆 ＾
β
α
（ω）

２ｄω， （１４）

犈（狔）＝
１

π∫
＋∞

０

［^β
α
（ω）－１）］

２ｄω． （１５）

显然，当α增大时，平滑性变大而逼近性变差。将

（１４）式和（１５）式代入（１３）式，最终等价于求解α^，

使下面的泛函达到最小，即

犑（^α）＝ｍｉｎ
α＞－１／２∫

＋∞

０
ω
２狆 ＾
β
α
（ω）

２ｄω＋

ρ∫
＋∞

０

［^β
α
（ω）－１］

２ｄω， （１６）

将（２）式代入（１６）式，由连续函数取极值条件，得

２α＋１∫
＋∞

０
ω
２（狆－α）－１ ｓｉｎ

ω
２

２α＋１

ｄω＋

　　２
α＋１

ρ∫
＋∞

０
ω
－１－２α ｓｉｎ

ω
２

２α＋１

ｄω－

　　ρ∫
＋∞

０
ω
－α ｓｉｎ

ω
２

α

ｄω＝０． （１７）

由判定广义积分收敛的比较审敛原理，当α分别满

足狆≤α且α＞１时，（１７）式中的三个广义积分都收

敛。所以令狆＝ α （狓 表示对实数狓下取整），当

ρ＝１时，通过数值积分方法求解（１７）式，得α≈

７．９．即当分数Ｂ样条的阶数为７．９时，其函数“平

滑”能力和逼近能力均达到最佳。

４　分数Ｂ样条小波图像去噪算法

去除受污染图像中的高斯白噪声，使用小波阈

值法去噪时常用的阈值法有硬、软两种阈值公式。

由于软阈值去噪既能较好地去除噪声，又能保持较

为清晰的边缘，本文试图给出能够与分数阶相关的

软阈值公式。考虑到分数Ｂ样条小波系数的分布，

建立了一个能近似描述其小波系数的数学模型，并

在小波域系数处理中考虑了分数Ｂ样条小波分解

相邻层间系数分量的相关性。

由于分数Ｂ样条小波系数也由大量的小数值系

数和少量的大数值系数组成，而且高频的均值基本上

分布在零点附近，所以其概率密度函数（ＰＤＦ）近似服

从广义高斯分布，其ＰＤＦ波形在零处更尖锐，而且两

翼衰减较快，寻找能尽量逼近其小波系数的数学模

型。使用中的正常Ｓｈｒｉｎｋ阈值公式
［７］犜狀＝β×（σ

２
狀／σ），

其中β＝ ｌｇ（犔犽／犑槡 ））．利用分数Ｂ样条小波变换对含

噪图像Ｌｅｎａ去噪时，会产生小波系数过“扼杀”的现

象，如图１所示。因此，必须寻找其它方法来证实上节

中所得到的对称分数Ｂ样条的良好去噪特性。

图１ 正常Ｓｈｒｉｎｋ阈值的Ｌｅｎａ图像去噪结果

Ｆｉｇ．１ ＤｅｎｏｉｓｅｄＬｅｎａｉｍａｇｅｂｙｎｏｒｍａｌ

Ｓｈｒｉｎｋｔｈｒｅｓｈｈｏｌｄｉｎｇ

９０９
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　　借鉴双变易收缩（ＢｉｖａＳｈｒｉｎｋ）给出的去噪方

法，它方法的思想是利用两相邻尺度间系数相关性

再通过最大后验概率估计最终求得对小波系数的估

计值。模型中所用假定为：相邻尺度噪声形成向量

犖＝（狀１，狀２）服从分布的概率密度函数和小波系数

向量犉＝（犳１，犳２）服从分布的概率密度函数分别为

犘犖（犖）＝
１

２πσ
２
狀

ｅｘｐ －
狀２１＋狀

２
２

２σ
２（ ）
狀

， （１８）

犘犉（犉）＝
１

２πσ
２
犳

ｅｘｐ －
３ 犳

２
１＋犳槡

２
２

σ（ ）
犳

． （１９）

通过求解满足最大后验概率估计的结果为

犳１ ＝狔１±
槡３σ

２
狀

σ犳

１

１－狔
２
２／狔槡 ２

１

， （２０）

其中犢＝（狔１，狔２）为含噪信号向量。

噪声方差估计由小波去噪通用且比较有效的中

值估计公式计算

σ狀 ＝
Ｍｅｄｉａｎ 犳（ ）１

０．６４７５
． （２１）

由于（２０）式中的±选择不易确定，所以给出了一个

保守阈值策略。使用

犳＝
０， ｉｆ狔 ≤犜狀

狔．
｛ ｏｔｈｅｒｓ

（２２）

对分解后各层小波系数进行阈值化去噪。阈值犜狀

是在相邻两个尺度选择位置对应的矩形邻域窗口

犠犽
犻犼（４×４或９×９）内进行计算，犜狀＝β

槡３σ
２
狀

σ
，其中β

为阈值系数，

β＝ ２槡α
×

１

１－

ｍｉｎ
（犻，犼）∈犠

２
犻犼

｛犳
２
２（犻，犼）｝

ｍａｘ
（犻，犼）∈犠

１
犻犼

｛犳
２
２（犻，犼

槡
）｝

， （２３）

ｍａｘ
（犻，犼）∈犠

犽
犻犼

｛犳
２
犽（犻，犼）｝和 ｍｉｎ

（犻，犼）∈犠
犽
犻犼

｛犳
２
犽（犻，犼）｝是按绝对值求

出的矩形窗口犠犽
犻犼 内小波系数的最大值和最小值。

系数β中 ２槡α 是考虑到分数Ｂ样条小波系数非常

依赖于分数Ｂ样条的阶数α，因为随着阶数逐层递

增，分解各层系数的最大值和方差呈递增趋势变

化。图２显示了由（２１）式计算出的Ｌｅｎａ图像第一

层对角高频系数矩阵的噪声方差随对称分数Ｂ样

条的阶数α不断增大的趋势。

基于分数Ｂ样条小波去噪的过程可分为以下

几个主要步骤：

（１）对原始含噪图像使用阶数为７．９的对称分

数ＢａｔｔｌｅＬｅｍａｒｉé小波进行 犖 层小波分解，分数

ＢａｔｔｌｅＬｅｍａｒｉé小波是由分数Ｂ样条正交化得到的。

图２ 噪声均方差的变化趋势

Ｆｉｇ．２ Ｔｅｎｄｅｎｃｙｏｆｎｏｉｓｅｖａｒｉａｎｃｅｗｉｔｈｔｈｅｏｒｄｅｒα

　　（２）由第一层小波系数中 ＨＨ 高频系数矩阵

估 计 噪 声 分 量 的 方 差 σ
２
狀， 公 式 为 σ狀 ＝

Ｍｅｄｉａｎ（犳１ ）

０．６４７５
．

（３）求出每个分解层小波系数方差σ
２
狔犽
（犽＝１，

２，…，犖），计算公式为σ
２
狔犽 ＝

１

犖２∑狔
２
犽（犻，犼）．

（４）按下式求解每个分解层的小波系方差σ
２
犽

σ
犽
犳 ＝ σ

２
狔犽 －σ

２

槡 狀．

　　（５）确定阈值计算窗口犠
犽
犻犼 （９×９），由下式计

算每层的阈值系数

β犽 ＝ ２槡α １

１－

ｍｉｎ
（犻，犼）∈犠

犽
犻犼

｛犳
２
犽（犻，犼）｝

ｍａｘ
（犻，犼）∈犠

犽＋１
犻犼

｛犳
２
犽＋１（犻，犼

槡
）｝

．

　　（６）计算每层小波系数的阈值犜犽＝β犽
槡３σ

２
狀

σ
犽
犳

，

对第犽层小波系数犳犽 作如下估计

犳犽 ＝
０， ｉｆ狔犽 ≤犜犽

狔犽．
烅
烄

烆 ｏｔｈｅｒｓ
　（犽＝１，…，犖）．

５　实验结果及分析

为了充分地显示不同分数阶Ｂ样条小波的图

像去噪能力，本文选用图像处理中常用的６幅标

准图 像 ｛Ｌｅｎａ，Ｂａｒｂａｒａ，ｂｒｉｄｇｅ，ｍｏｎｋｅｙ，ｍａｎ，

ｂｏｎｅｍａｒｒｏｗ｝作为测试图像集合，对其均加入方差

δ＝２０的零均值高斯白噪声作为待降噪图像。实

验中均对图像进行３层对称分数 Ｂ样条小波（分

数ＢａｔｔｌｅＬｅｍａｒｉé小波）分解，每层高频系数均使用

上述小波系数估计法。利用上节所给的算法含噪

标准 图 像 进 行 去 噪，以 图 像 客 观 质 量 评 价 指

标———峰值信噪比（ＰＳＮＲ）对降噪效果进行描述，

随Ｂ样条函数的阶数α的不断增大，ＰＳＮＲ值的变

０１９



４期 张大奇等：　对称分数样条小波域图像去噪研究

化情况如图３所示。

由图３中的峰值信噪比值曲线可见，当大约在

７．９附近取值时经过去噪后的图像能够获得平滑性

和逼近性俱佳的主客观图像质量，主观图像质量见

图４和图５。而且当取值大于７．９时，基于分数样

条小波变换去除图像噪声的能力也达到了极限状

态。实验结果表明理论推算结果的正确性。

图４和图５是对含有方差δ＝２０时的零均值高

斯白噪声的Ｌｅｎａ和 Ｂａｒｂａｒａ图像使用小波全局硬

阈值法（ＧＷＴ）、伯格马萨特策略确定的分层软阈

值法（ＳＷＴ）和本文方法的去噪结果。实验中小波

全局阈值和分层软阈值均使用‘ｄｂ８’小波，本文方

法中分数样条阶数取α＝７．９，小波分解层数均为

３。表１、２中的数据结果是使用不同方法去噪后

的 图像的客观峰值信噪比ＰＳＮＲ（单位：ｄＢ）。客

观峰值信噪比ＰＳＮＲ是反映图像客观质量的一个

评价指标，其值越大，说明图像保真度高，图像质量

越好。

图３α取不同值时对所有测试图像去噪结果

Ｆｉｇ．３ Ｄｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｒｅｓｕｌｔｓ（ＰＳＮＲ）ｏｆｔｈｅｔｅｓｔｉｍａｇｅａｓ

ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒαｇｒｏｗｓ

图４ 不同方法去噪后的局部Ｂａｂａｒａ图像

Ｆｉｇ．４ ＳｕｂｊｅｃｔｉｖｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｏｆｄｅｎｏｉｓｅｄＢａｒｂａｒａｉｍａｇｅｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

图５ 不同方法去噪后的局部Ｌｅｎａ图像

Ｆｉｇ．５ ＳｕｂｊｅｃｔｉｖｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｏｆｄｅｎｏｉｓｅｄＬｅｎａｉｍａｇｅｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

　　通过表１及表２中的数据结果也可以看出在图

像质量客观评价指标峰值信噪比方面，当噪声方差

小于２０时，本文方法优于小波全局阈值和分层软阈

值法。但是，随着噪声方差的继续增大，却不如分层

软阈值法，这是由于分数Ｂ样条小波不具有局部支

撑性，不能对信号和噪声进行很好地分离，但是由于

一些周期性纹理表现出分形信号的特性，而去除分

形信号中噪声正是分数样条小波的优势，所以在保护

图像几何纹理方面仍然具有很强的优势，这在图４（ｅ）

和图５（ｅ）可以看出。观察图４和图５中经过几种

方法去噪后的图像，不难发现利用本文方法去噪结

果与小波全局阈值和分层软阈值去噪法相比，除整

体平滑性稍差外，却表现出良好的逼近性能，能够较

好的保护几何纹理和边缘等细节信息。由于２维小

波是由两个一维小波张量积构成，高频成份只在

３个频带方向展开，图像中的部分几何纹理会受到

破坏，这从图４（ｅ）中的Ｂａｒｂａｒａ图像去噪结果可以

看出。
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表１ Ｌｅｎａ含噪图像经过不同方法去噪后的图像客观质量

Ｔａｂｌｅ１ ＯｂｊｅｃｔｉｖｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｏｆｄｅｎｏｉｓｅｄＬｅｎａｉｍａｇｅ

ｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

Ｎｏｉｓｅ

ｖａｒｉａｎｃｅ

Ｎｏｉｓｅｄ

ｉｍａｇｅ１
ＧＷＴ ＳＷＴ

Ｐｒｅｓｅｎｔ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５ ３４．１９０５ ２８．１９６１ ２８．２７０５ ３１．７０５８

１０ ２８．１７９１ ２５．８９９７ ２７．９３３２ ２９．７２００

１５ ２４．６６７１ ２４．７９６０ ２７．４８４５ ２８．０８６１

２０ ２２．２７６９ ２４．０４５２ ２６．８４７０ ２６．５３１５

３０ １８．８８２３ ２３．８６０１ ２３．１８５８ ２５．６７１９

表２ Ｂａｒｂａｒａ含噪图像经过不同方法去噪后的客观图像质量

Ｔａｂｌｅ２ ＯｂｊｅｃｔｉｖｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｏｆｄｅｎｏｉｓｅｄＢａｒｂａｒａｉｍａｇｅ

ｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

Ｎｏｉｓｅ

ｖａｒｉａｎｃｅ

Ｎｏｉｓｅｄ

ｉｍａｇｅ２
ＧＷＴ ＳＷＴ

Ｐｒｅｓｅｎｔ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５ ３４．１６７１ ２９．１８９２ ３０．５０６４ ３４．９８４２

１０ ２８．１２６１ ２７．７３０４ ３０．１３３８ ３１．７４２９

１５ ２４．６６５３ ２６．７９０１ ２９．６４９４ ２９．４５３２

２０ ２２．１６８７ ２６．２０７５ ２９．０４３６ ２７．３４８５

３０ １８．８５８１ ２５．３０９９ ２７．４４２４ ２４．２９６７

６　结　　论

根据数据平滑理论，推导计算出了７．９分数阶对

称分数Ｂ样条可以达到最好的图像平滑和逼近效

果；而且通过所给分数ＢａｔｔｌｅＬｅｍａｒｉé小波系数阈

值公式所获得的去噪效果给予了证明。去噪效果与

传统小波全局阈值去噪和分层软阈值去噪相比，虽

然去噪后的图像平滑性不它们，客观峰值信噪比有

时甚至低于这些方法，但是却能较好地保留图像的

纹理和边缘等拓扑信息，且使图像噪声得到较大程

度的抑制。因此，分数Ｂ样条小波变换在图像去噪

方面仍具有一定的利用价值。若能将图像按照“平

坦”区（变化起伏较小的区域）和“非平坦”区（即纹理

和边缘等细节较丰富的区域），利用分块去噪的策略

将会得到更好的去噪效果，这是下一步需要研究的

工作。
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