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摘要　新型特殊模式激光束的传播是激光应用研究的基础和重要课题。利用柯林（Ｃｏｌｌｉｎｓ）积分公式研究了广义

超几何光束在犃犅犆犇近轴光学系统中的传播行为，得到了光束在输出平面复振幅的解析表达式。结果表明，其传

播后的复振幅分布与库默尔（Ｋｕｍｍｅｒ）函数成正比。通过将Ｋｕｍｍｅｒ函数展开成级数，获得了光束在输出平面复

振幅的模的级数形式，从该级数可以看出，广义超几何光束在犃犅犆犇近轴光学系统中传播时的模式结构一般是要

发生变化的。作为特殊光学系统，讨论了自由空间传播时近场和远场衍射近似表达式，它们均为一系列同心圆环，

空间频率随径向坐标增加而增加，近场衍射时横向模式结构保持不变，而远场衍射时则发生变化。给出了光束的

归一化系数，分析了该光束一些简化模式与高斯光束的关系。
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Ｅｍａｉｌ：ｊｎｃｈｅｎ１９６３＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ．ｃｎ

１　引　　言

随着激光应用领域的拓展，科学家对新型激光

束理论和实验研究的兴趣在不断地增加。除了已被

大家所熟知的厄米 高斯光束，贝塞尔 高斯光束和

拉盖尔 高斯光束外［１～６］，最近几年出现了关于马提

厄（Ｍａｔｈｉｅｕ）光束、英斯（Ｉｎｃｅ）光束、艾里 高斯光束

与迪卡儿光束等的实验产生方法和理论研究报

道［７～１２］。对于那些具有无衍特性和传播方向有确

定光子轨道角动量等特殊性质的光束来说，在光捕

获、图像处理、医疗外科、激光无线通信与激光加工

等方面已找到了很多应用。

ＶｉｃｔｏｒＶ．Ｋｏｔｌｙａｒ等
［１３］提出了超几何激光模
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式光束，从理论上进行了分析，该光束在均匀空间传

播，能够保持其初始结构，只是尺度发生变化。它的

横截面光强度分布与贝塞尔模式光束类似，是一系

列亮暗交替的同心圆环。由于该光束复振幅分布正

比于合流超几何函数，所以被冠以超几何激光模式。

文章还介绍了实验室利用二元衍射光学元件产生该

激光光束的方法。

ＥｂｒａｈｉｍＫａｒｉｍｉ等
［１４］报道了一族被称为超几

何 高斯近轴光束，它是标量亥姆赫兹（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）

近轴波动方程的解。它具有有限的能量并可以在实

验室里产生。

ＶｉｃｔｏｒＶ．Ｋｏｔｌｙａｒ等
［１５］又报道了超几何激光

模式的广义形式。理论分析表明，低价模拉盖尔 高

斯光束，超几何模式光束和超几何 高斯近轴光束是

广义超几何激光模式的特例。

本文讨论广义超几何模式在犃犅犆犇 光学系统

中的传播行为。这里，广义的超几何模式是由四个

因子构成的复振幅：高斯光束项、对数项、螺旋相位

项和一个在坐标原点可能存在奇点的振幅幂项。得

到了传播后的解析表达式。接下来，讨论了自由空

间作为最简单的特殊光学系统对广义的超几何模式

的变换，并分析了远场和近场衍射结果。另外，还进

一步研究了一些简化的广义超几何模式。

２　广义超几何光束在犃犅犆犇 光学系

统中的传播

由 ＶｉｃｔｏｒＶ．Ｋｏｔｌｙａｒ等
［１５］提出的广义超几何

激光模式的复振幅可表示为

犈γ狀犿（狉，φ，狕＝０）＝

１

２π

狉（ ）狑
犿

ｅｘｐ －
狉２

２σ
２＋ｉγｌ狀

狉
狑
＋ｉ狀（ ）φ ， （１）

这是在初始平面（狕＝０）的复振幅形式，ω和γ都是

实参量，σ为高斯光束的束腰半径，狀 为整数。在

（１）式中，振幅奇点处在狉＝０和犿＜０。这个复振幅

描述的是一个具有无限能量的光场。尽管有这个事

实，与起始点相距狕的其它任何横截面上，由（１）式

所产生的光场复振幅将不再有奇点，而且有限。除此

之外，在γ≠０时，（１）式中的复振幅在中心处有一

相位奇点。

随着光场在近轴光学系统中传播，在与原点距

离狕处的复振幅将由柯林（Ｃｏｌｌｉｎｓ）公式变换得到

犈γ狀犿（ρ，θ，狕）＝
ｉ犽
２π犅∫

２π

０
∫
∞

０

犈γ狀犿（狉，φ，狕＝０）ｅｘｐ －
ｉ犽
２犅
［犃狉２－２狉ρｃｏｓ（φ－θ）＋犇狉

２｛ ｝］狉ｄ狉ｄφ． （２）

　　（１）式依赖于方位角φ，可以写成犈（狉，φ）＝犃（狉）ｅｘｐ（ｉ狀φ）的形式，对于这样一个函数，可以将（２）式写

成

犈γ狀犿（ρ，θ，狕）＝
ｉ犽
２π犅
ｅｘｐ －

ｉ犽
２犅
犇狉（ ）２ ｉ－狀ｅｘｐ（ｉ狀φ）∫

∞

０

Ｊ－狀
犽
犅
狉（ ）ρ 狉（ ）狑

犿＋ｉγ

ｅｘｐ －
狉２

狑２
狑２

２σ
２＋
ｉ犽犃狉２

２（ ）犅
狉ｄ狉， （３）

式中Ｊ－狀 表示狀阶贝塞尔函数，应用以下积分公式
［１６］：

∫
∞

０

狓α－１ｅｘｐ（－狆狓
２）Ｊ狏（犆狓）ｄ狓＝犆

狏
狆
－狏－１
Γ
狏＋α（ ）２

Γ
－１（狏＋１）１Ｆ１

狏＋α
２
，狏＋１，－

犆２

４（ ）狆 ， （４）

式中１Ｆ１ 是合流超几何函数或为Ｋｕｍｍｅｒ函数，Γ是伽玛（Ｇａｍｍａ）函数。可以得到下列结果：

犈γ狀犿（ρ，θ，狕）＝
ｉ１－狀犽
２犅π
ｅｘｐ －

ｉ犽
２犅
犇ρ（ ）２ ｅｘｐ（ｉ狀θ）（－１）狀Γ狀＋犿＋２＋ｉγ（ ）２

１（ ）狑
犿＋ｉγ 犽ρ（ ）犅

狀

×

１

２σ
２＋
ｉ犽犃
２（ ）犅

－（狀＋犿＋２＋ｉγ）／２

２－狀－１Γ
－１（狀＋１）１Ｆ１

狀＋犿＋２＋ｉγ
２

，狀＋１，－
（犽ρ／犅）

２

２（１／σ
２
＋ｉ犽犃／犅［ ］）， （５）

这是广义超几何激光模式在犃犅犆犇 光学系统中传播距离狕后的复振幅在极坐标中的分布。矩阵元素的数

值与狕的大小有关。可以看出该复振幅的模可表示为

犈γ狀犿（ρ，θ，狕）＝犆狓
狀／２

１Ｆ１
狀＋犿＋２＋ｉγ

２
，狀＋１，－（ ）犣狓 ， （６）

式中犆为实参数，犣为复常数，狓为复参量

犆＝
ｉ１－狀犽
２犅π
ｅｘｐ －

ｉ犽
２犅
犇ρ（ ）２ ｅｘｐ（ｉ狀θ）（－１）狀Γ狀＋犿＋２＋ｉγ（ ）２

Γ
－１（狀＋１）×

１（ ）狑
犿＋ｉγ １

２σ
２＋
ｉ犽犃
２（ ）犅

－（狀＋犿＋２＋ｉγ）／２

２－狀－１ ， （７）

３０９
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犣＝
犅σ

２

２（犅＋ｉ犽犃σ
２）
， （８）

狓＝ （犽ρ／犅）
２， （９）

利用Ｋｕｍｍｅｒ函数的下列级数形式：

１Ｆ１（犪，犫，－狓）＝∑
∞

犾＝０

犆犾（－１）
犾狓犾， （１０）

犆犾 ＝
Γ（犪＋犾）

Γ（犪）
Γ（犫）

Γ（犫＋犾）犾！
。 （１１）

可以将（６）式写成以下级数形式：

犈γ狀犿（ρ，θ，狕）＝

犆
犽ρ（ ）犅

狀／２

∑
∞

犾＝０

（－１）
犾犆犾犣

犾 犽ρ（ ）犅
２犾

， （１２）

对一个确定的光学系统，矩阵元犃和犅 为复常数，

（１２）式可以表示为

犈γ狀犿（ρ，θ，狕）＝

犆
犽ρ（ ）犅

狀／２

∑
∞

犾＝０

（－１）
犾犆犾犘

犾

ρ
犾ｅｘｐ（ｉ犙犾）， （１３）

式中犘和犙 为实参数。从（１３）式可以看出，求和号

中每一项的振幅和相位均随光学系统参数而变化。

它们干涉的结果是在传播过程中，模的结构将发生

变化。

３　广义超几何光束的近场和远场衍射

由矩阵光学可知，当
犃 犅［ ］
犆 犇

＝
１ 狕［ ］
０ １

时，光

在自由空间传播，由（５）式得到

犈γ狀犿（ρ，θ，狕）＝
（－ｉ）

狀＋１

２π狀！
狕０
狕狇（ ）２ 槡２σ

狑
（ ）
狇

犿＋ｉγ 犽σρ

槡２狇
（ ）
狕

狀

ｅｘｐ
ｉ犽ρ

２

２狕
＋ｉ狀（ ）θ ×Γ 狀＋犿＋２＋ｉγ（ ）２

×

１Ｆ１
狀＋犿＋２＋ｉγ

２
，狀＋１，－

犽σρ

槡２狇
（ ）
狕

［ ］
２

， （１４）

式中狕０ ＝犽σ
２，狇＝ （１－ｉ狕０／狕）

１／２。

３．１　 在近场中的广义超几何光束

在狕狕０ ＝犽σ
２时，可作如下简化：

１

２σ
２－
ｉ犽
２狕
≈－
ｉ犽
２狕
，　狇

２
≈－ｉ

狕０
狕
， （１５）

　　可以将（１４）式写成

犈γ狀犿（ρ，θ，狕狕０）＝
（－ｉ）

（狀－犿－ｉγ）／２

２π狀！
犽狑２

２（ ）狕
－（犿＋ｉγ）／２ 犽ρ

２

２（ ）狕
狀／２

ｅｘｐ
ｉ犽ρ

２

２狕
＋ｉ狀（ ）θ Γ 狀＋犿＋２＋ｉγ（ ）２

×

１Ｆ１
狀＋犿＋２＋ｉγ

２
，狀＋１，－

ｉ犽ρ
２

２（ ）狕 ． （１６）

图１ 为近场传播时的光强径向分布。狕０＝２４８２２ｃｍ，狀＝３，犿＝－１，γ＝３，狑＝１５ｃｍ，λ＝６３２８×１０
－８ｃｍ

Ｆｉｇ．１ Ｒａｄｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｏｐｔｉｃａｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｗｈｅｎｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｉｎｔｈｅｎｅａｒｆｉｅｌｄ，ｗｈｅｒｅ狕０＝２４８２２ｃｍ，

狀＝３，犿＝－１，γ＝３，狑＝１５ｃｍ，λ＝６３２８×１０－８ｃｍ

　　从（１６）式可以得出，在狕狕０时，径向坐标均附

加了一个同样的与传播距离有关的因子，复振幅的

模 犈γ狀犿（ρ，θ，狕狕０）将保持不变，改变的仅是标

度大小。注意到当σ→ ∞，时（高斯光束变成一平面

波）（１４）式也会转变成（１６）式。图１为近场传播时

的光强径向分布，其中波数ｋ＝２π／λ。

３．２　 在远场中的广义超几何光束

当狕狕０ ＝犽σ
２，狇＝ （１－ｉ狕０／狕）

１／２
≈１时，
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（１４）式 可以写成

犈γ狀犿（ρ，θ，狕狕０）＝
（－ｉ）

狀＋１

２π狀！
狕０（ ）狕 槡２σ（ ）

狑

犿＋ｉγ 犽σρ

槡２
（ ）
狕

狀

ｅｘｐ
ｉ犽ρ

２

２狕
＋ｉ狀（ ）θ Γ 狀＋犿＋２＋ｉγ（ ）２

×

１Ｆ１
狀＋犿＋２＋ｉγ

２
，狀＋１，－

犽σρ

槡２
（ ）
狕

［ ］
２

． （１７）

　　可以看出衍射图样与狕有关，在不同传播距离

处，复振幅对径向坐标的依赖是不一样的，因此衍射

图样形状不再保持不变。由于振幅的分布与ρ
２ 有

关，近场和远场的衍射图样都可以表示成一系列同心

的环。而且随ρ增加，环的空间频率也在增加。图２

是远场传播时的光强径向分布。图２（ａ）表明，当狕与

狕０ 比较稍大一些时，还可以看到光强的多个圆环结

构；但当狕狕０时，只有一个靠近中心的圆环。

图２ 为远场传播时的光强径向分布，其中狕０＝２４８２２ｃｍ，

狀＝３，犿＝－１，γ＝３，狑＝１５ｃｍ，λ＝６３２８×１０－８ｃｍ

Ｆｉｇ．２ Ｒａｄｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｏｐｔｉｃａｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｗｈｅｎ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｉｎｔｈｅｆａｒｆｉｅｌｄ，ｗｈｅｒｅ狕０＝２４８２２ｃｍ

狀＝３，犿＝－１，γ＝３，狑＝１５ｃｍ，λ＝６３２８×１０－８ｃｍ

４　广义超几何光束的归一化

尽管广义超几何模式的传播行为已被清楚地了

解，但我们还不知道该光束的归一化系数。下面来

推导这一系数。原理上讲，找出归一化系数的问题

归结为对 犈γ狀犿
２ 在整个光束横截面进行积分，并

使之等于一。令归一化系数为犓犿，得到

　犓
２
犿∫
∞

０
∫
２π

０

１

２（ ）π
２ 狉（ ）狑

２犿

ｅｘｐ －
狉２

σ（ ）２ 狉ｄ狉ｄφ＝１，（１８）

利用积分公式

∫
∞

０

狓犿ｅｘｐ（－μ狓）ｄ狓＝犿！μ
－犿－１， （１９）

Ｒｅμ＞１

得到

犓犿 ＝
２狑犿

σ
犿＋１

π
犿槡！
， （２０）

将此系数代入广义超几何激光模式的复振幅表达式

（１），于是归一化的广义超几何模式应为

犈γ狀犿（狉，φ，狕＝０）＝

１

π犿槡 ！
狉犿

σ
犿＋１ｅｘｐ －

狉２

２σ
２＋ｉγｌｎ

狉
狑
＋ｉ狀（ ）φ ，（２１）

式中令犿＝０，可以得到一种简化的超几何激光模

式：

犈γ狀０（狉，φ，狕＝０）＝

１

π犿槡 ！
１

σ
ｅｘｐ －

狉２

２σ（ ）２ ｅｘｐｉγｌｎ狉狑 ＋ｉ狀（ ）φ ，（２２）

该模式可以从螺旋对数位相板对归一化高斯分布光

束的衍射获得。进一步令γ＝０，得到

犈０狀０（狉，φ，狕＝０）＝

１

π犿槡 ！
１

σ
ｅｘｐ －

狉２

２σ（ ）２ ｅｘｐ（ｉ狀φ）， （２３）

该模式是归一化高斯分布光束经过螺旋相位板衍射

的结果。

５　结　　论

讨论了广义超几何模式在犃犅犆犇 光学系统中

的传播行为。广义超几何模式是一种新的三参数近

轴激光束族，得到了传播后的解析表达式。其模的

级数表达式表明，广义超几何模式结构在犃犅犆犇 光

学系统中的传播时，一般是要发生变化的。对自由

空间近场衍射和远场衍射结果进行了简化和分析，

在自由空间近场情况下，模式结构基本不发生变化。

给出了广义超几何模式的归一化系数。这些结果对

广义超几何模式的进一步研究和应用将发挥一定的

作用。
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