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光散射计数法颗粒群质量测量的数学模型
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（南京理工大学 信息物理与工程系，江苏 南京２１００９４）

摘要　分析了计数法颗粒物质量测量的一般数学模型，结果表明颗粒群总质量能表示成各通道计数值的线性迭

加。在此基础上以光散射球形颗粒群质量测量为例，以颗粒物的同质量子集犖犻为出发点，依据统计理论推导出计

数通道的散射光通量与颗粒群的平均体积之间存在分形关系φ＝犔珚犞
β ，由此得出计数通道平均质量珦犿犼 与计数通

道特征参数φ的一般函数关系珦犿（φ犼）≡ρ
－
犞犼 ＝ρ犔

－η
φ
η
犼，η为光散射等效截面分形维数，且０＜η＜３。并将其推广

到非球形颗粒的测量之中，由此建立起光散射计数法颗粒群质量测量的完整的数学模型，为实现计数器在线测量

颗粒群的质量浓度提供了一种可行途径。
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１　引　　言

悬浮颗粒物质量浓度的测定方法主要有［１～４］：

滤膜称重法、β射线吸收法、压电晶体法、光散射法、

黑度法等。其中光散射法因具有测量精度高、速度

快、可用于在线测量等优点而受到了广泛应用。光

散射法又分为颗粒群法［５］和单粒子计数法，目前悬

浮颗粒物质量浓度测量仪大多基于颗粒群法，其主

要适用于测量高浓度的颗粒物，测量的质量浓度范

围较广，但它只能测量颗粒群的粒径大小和分布，而

不能确定颗粒数或颗粒浓度。基于光散射计数法的
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粒子计数器以前主要用来测量洁净环境中的污染悬

浮颗粒物粒度数分布，能同时给出颗粒数的散射光

通量等效粒度分布，目前在悬浮颗粒物质量浓度测

量领域中崭露头角。

利用单粒子光散射计数原理设计的质量浓度测

量仪主要有德国ＧＲＩＭＭ 公司１１００系列粉尘监测

仪，其中的 ＧＲＩＭＭ１．１０８具有１５个粒度计数通

道，ＧＲＩＭＭ１．１０９具有３１个粒度计数通道
［６］。阎

逢旗等［７］利用光学粒子计数器对大气进行长期监

测，采用１７个粒度计数通道，给出一个需要１６个标

定参数的悬浮颗粒物质量计算公式。

文献［８，９］中报道了一种光散射计数法测量悬

浮颗粒物质量的新计算方法，该方法使用了两个标

定参数，由这两个参数得到被测颗粒物的散射光通

量对应的单颗粒平均质量珡犿犻。对于悬浮颗粒物，被

实验证明在５ｍｇ／ｍ
３ 的质量浓度范围内与标准仪

器的测量结果吻合得很好。

２　计数法颗粒物质量测量的一般数学

模型

设颗粒群总数为犖 ，将颗粒群内部依颗粒质量

大小排序犿犻，相同质量定义为一个颗粒质量子集

犖犻（犻＝１，．．．，狊），狊为颗粒群质量子集数目，犖犻为

质量子集颗粒数。颗粒群质量子集结构用分布概率

犖犻
犖
＝犳犻描述。

将颗粒计数信号按幅度大小顺序划分为犾档，

构成犾个信号计数子集，设第犼档中的计数为珦犖犼，

总计数为珦犖 ＝∑
犼

珦犖犼。由于每个粒子只产生一个

脉冲信号，所以单位时间内输入测量系统的粒子总

数与系统测到的脉冲信号总数相等，即有犖 ＝珦犖 。

对于一个计数测量系统，按时间先后随机性输入颗

粒，颗粒总数为犖（狋），对应第犼档中的计数分布为

珦犖犼（狋），总计数为 珦犖（狋）。随测量时间增加，分布

珘犳犼（狋）＝珦犖犼／珦犖趋于稳定，即
ｄ

ｄ狋
珘犳犼（狋）→０。各通道内

计数的涨落为Δ珦犖犼／珦犖犼～１／［珦犖犼（狋）］
１／２ 。则有［１０］

珦犖１



珦犖

烄

烆

烌

烎犾

＝

珘狀１１ … 珘狀１狊

  

珘狀犾１ … 珘狀

烄

烆

烌

烎犾狊

１



烄

烆

烌

烎１



珦犖１



珦犖

烄

烆

烌

烎犾

＝

狆１１ … 狆１狊

  

狆犾１ … 狆

烄

烆

烌

烎犾狊

犖１



犖

烄

烆

烌

烎狊

（１）

式中珘狀犼犻代表总颗粒数为犖 的颗粒群中质量子集犖犻

出现在第犼个计数通道中的对应颗粒数目，二元非

负元素狆犼犻 ＝珘狀犼犻／犖犻，（犼＝１，．．．，犾，犻＝１，…，狊），

狆犼犻为总颗粒数为犖 的颗粒群中质量子集犖犻出现在

第犼个计数通道中的概率。矩阵犘称为质量计数概

率矩阵，当取犾＝狊时，犘为质量计数概率方阵。当

总计数值与输入颗粒数相等时，由质量概率分布表

示的计数概率分布珟犳犼为

珟犳犼 ＝
珦犖犼
犖
＝∑

犻

珘狀犼犻
犖
＝∑

犻

狆犼犻
犖
犖犻 ＝∑

犻

狆犼犻犳犻（２）

显然，第犻个质量子集中，出现在第犼个通道中的颗

粒在总颗粒群中所占的比例为

珘狀犼犻
犖
＝狆犼犻犳犻 （３）

则非负二元概率函数为

狆犼犻 ＝
珘狀犼犻
犖
／犳犻＝

珘狀犼犻
犖犻

（４）

当计数法信号幅度平均值与颗粒质量具有单调性关

系时，统计测量方法能够区分颗粒物质量大小，（４）

式给出了二元概率函数的测量原理，即可在“标准粒

子”质量子集输入的条件下直接测定狆犼犻 。由于二

元概率矩阵元狆犼犻 能够被直接测量，计数概率分布

珟犳犼也能够被直接测量，则由计数方法能够获得被测

颗粒物的质量概率分布犳犻。可以证明，此时质量计

数概率矩阵犘 是满秩的
［１０］。令犘 的逆矩阵犌＝

犘－１。定义犌为颗粒群计数质量变换矩阵。对第犻

种粒子，则有∑
犼

犵犻犼珦犖犼 ＝犖犻。在等式两边同时乘

以单颗粒质量犿犻，可得子集的总质量为

犕犻＝犖犻犿犻 ＝∑
犼

犿犻犵犻犼珦犖犼 （５）

　　颗粒群的总质量为

犕 ＝∑
犻

犕犻 ＝∑
犻

犖犻犿犻 ＝∑
犻
∑
犼

犿犻犵犻犼珦犖犼 ＝

∑
犼
∑
犻

犿犻犵犻犼珦犖犼 ＝∑
犼

珦犿犼珦犖犼 （６）

　　显然从形式上看，∑
犻

犿犻犵犻犼 ＝珦犿犼的意义对应于

计数通道的颗粒平均质量。（６）式表明，测量颗粒群

总质量能表示成各通道计数值的线性迭加。

可见，计数法测量颗粒物质量的前提条件为：１）

颗粒质量子集计数信号幅度平均值与质量呈单调增

加关系；２）存在标准质量子集样本用于标定二元概

率密度元。

３　光散射计数法球形颗粒群质量测量

的数学模型

对于光散射计数法，当用系列标准球形颗粒对

８０４
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测量系统等效参数进行标定时，由于光强分布的不

均匀性，标准颗粒产生的散射光信号幅度存在一定

程度的离散性。获得犾个对应的等效球质量珦犿犼，等

效球质量与标定所用的标准粒子质量犿犻一定不同。

等效球质量珦犿犼＝
４π
３ρ
珦犇３
犼 ，从原理上讲，珦犇犼是与计数

通道对应的“名义粒径”的真实含义。

质量为犿 的球颗粒体积为犞 ，颗粒物犖 中的

质量密度分布为犳（犞）＝
ｄ犖
犖ｄ犞

，颗粒犞多次测量操

作可能产生不同强度的散射光通量φ。设颗粒犞

产生散射光通量φ的概率为狆（φ狘犞），则颗粒群犖

中颗粒犞 产生散射光通量φ的概率分布为

犳（犞）·狆（φ狘犞）＝犳（犞）·
犘（φ，犞）

犳（犞）
＝犘（φ，犞）。

随着输入到测量系统的颗粒数增加，颗粒子集犞 产

生散射光通量φ的概率分布犘（犞，φ）＝

２珦犖（犞，φ）
珦犖φ犞

趋于稳定。对于确定颗粒犞 ，测量散射光通量对应

的平均值为

珔
φ＝∫φ犘 （犞，φ）ｄφ （７）

　　可见在确定的散射光测量装置下，球颗粒体积

犞与平均光通量珔φ之间有一一对应关系，珔φ＝Φ（犞）

，即该测量系统提供了一种用平均光通量度量散射

球体积的“方法”。对确定的测量系统，随球颗粒体

积增大，平均散射光通量单调增大；随着颗粒尺度的

减小，散射光通量概率分布犘（犞，φ）函数趋于与光

敏区相对于颗粒路径上的光强分布函数一致的结构

形式。同理，根据二元概率密度可得

珚犞＝∫犞犘 （犞，φ）ｄ犞 （８）

即对于确定的颗粒群，与散射光通量对应存在颗粒

平均体积珚犞＝犞（φ）。该平均体积与计数通道中平

均质量∑
犻

犿犻犵犻犼 ＝珦犿犼对应，是光散射计数法测定颗

粒物质量的物理基础。测量理论需要解决的是平均

质量与计数通道参数关系，即∑
犻

犿犻犵犻犼 ＝ 珦犿（φ犼），

则通过测量计数分布就能计算出颗粒物质量。

由于珔φ＝Φ（犞）是统计结果，即随机不稳定因

素的影响已经消除了，珔φ对犞 的影响只剩下与测量

系统相关的影响，子集元质量大小与平均光通量理

论上是完全对应的单调函数。考虑到颗粒元质量趋

于零时，散射光通量趋于零，设该函数形式为珔φ＝

犓（犞）犞α ，犓（犞）是与量纲有关的待定函数。假设

球内部有狀个分子数，且这些分子的排列无一定规

则，则当分子数狀足够大时，如果这些分子群所产生

的散射光满足不相关的单散射条件，可以证明所有

这些分子所产生的总的散射光通量将是单个分子散

射时散射光通量的狀倍，相当于在散射极限条件下

有ｌｉｍ珔φ∝狀∝犞 。当这些分子聚合在一起形成球

颗粒时，显然分子群所产生的散射光不满足不相关

的单散射条件，因此颗粒散射效率低于单分子散射

的代数和，故可推得一般条件下珔φ∝犞
α ，其中α＜１

。即函数珔φ＝Φ（犞）不存在高次幂函数项，因此有

犓（犞）＝犓 。由于颗粒形状具有自相似性，同时在

给定光敏区后，颗粒产生的平均散射光通量主要由

颗粒的形状决定，因此在小质量范围内不同质量子

集产生的平均散射光通量在统计意义下与颗粒体积

具有相同的关系珔φ＝犓犞
α ，此关系与颗粒体积无

关。

同理，对于颗粒平均体积珚犞＝犞（φ）函数，当散

射光通量为零，必然有平均体积为零，即可得函数为

珚犞β犔（珚犞）＝φ。由于颗粒散射光通量与颗粒体积相

比具有形式低维形式，平均体积与散射光通量不可

能有高维关系，故犔 珚（ ）犞 ＝犔与平均体积无关，犔珚犞β

＝φ且β＜１。

由于珔φ随犞 单调递增，所以α＞０，即０＜α＜

１，因此平均散射光通量与颗粒的体积之间存在分

形关系。由此可知标准球颗粒的质量测量结果为

珦犿犻＝ρ犞犻＝ （犓珔φ犻）
－α·ρ＝ρ犓

－α（珔φ犻）
－α （９）

　　同时由于φ随
珚犞 单调递增，所以β＞０，即０＜

β＜１，因此散射光通量与颗粒的平均体积之间也存

在分形关系。第犼个计数通道的质量测量结果可表

示

珦犿（φ犼）≡ρ珚犞犼 ＝ρ犔
－η
φ
η
犼 （１０）

其中η＝１／β，称η为光散射等效截面分形维数，是

由颗粒的形貌特征决定的。从几何学可知０＜η＜

３。上式即为计数通道的平均质量与计数通道参数

之间的关系表达式，从而建立起光散射计数法测量

球形颗粒质量的数学模型。

４　光散射计数法不规则颗粒群质量测

量的数学模型

在光散射计数法的测量过程中，实际输入的是不

规则颗粒群。将颗粒群内部依颗粒质量大小犿犻 排

序，相同质量归为一个颗粒质量子集犖犻（犻＝１，…，

狊），显然颗粒群产生的散射光信号幅度存在一定程度

的离散性。我们将获得犾个对应的等效球质量珟犿犼，

９０４
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等效球质量与质量子集的质量犿犻一定不同。

设质量为犿的不规则颗粒等效球体积为犞ｅ，可

能产生不同强度的散射光通量φ。由第３节的分析

可知平均散射光通量与颗粒群的等效球体积之间存

在分形关系：珔φ ＝ 犓犞
α
ｅ，犓 是由测量系统决定的常

数，０＜α＜１；固定通道的散射光通量与其颗粒群的

平均等效球体积之间也存在分形关系：φ＝犔珚犞
β
ｅ，犔

是常数，０＜β＜１。则第犼通道的平均质量为

珦犿（φ犼）≡ρ珚犞ｅ犼 ＝ρ犔
－η
φ
η
犼 （１１）

（１１）式即为利用光散射计数法测量不规则颗粒群质

量的计算公式，其中犞犲犼为第犼通道中不规则颗粒群

对应的平均等效球体积。并且可以看出（１０）式和

（１１）式形式上完全一样，不同之处仅在于η的取值

的不同。由（１１）式可知对光散射计数法测量不规则

颗粒群质量，只需标定犔和η两个参数即可。

由于在实际测量中，测量次数不可能无限多次，

颗粒群的平均光通量珔φ不可能保持不变，落在同一

通道中颗粒的平均体积珚犞 也不可能不变。由此导

致对每个不同质量子集其η均不相同，通过一种质

量子集标定出的η显然不能适用于其它质量子集的

颗粒群。由于η反映的是颗粒的形貌特征，且在标

定实验中只能取被测颗粒物中的小样本对计数器进

行标定。但小样本的形貌特征并不等于整个颗粒物

样本的形貌特征，但它一定具有整个颗粒物样本的

部分特征。因此，可以通过取不同小样本颗粒物之

间共同形貌特征的方法来表征整个颗粒物的形貌特

征，即通过取不同质量子集标定参数交集的方法来

得到适用于所有颗粒群的分形维数η。显然，在一

定的误差范围内，此交集区域一定存在，当误差范围

越大时，交集区域越大。

通过实验方法验证了悬浮颗粒物的平均质量与

计数器通道电压之间的关系为珨犕（狏犼）＝犽狏
α
犼
［１１］，并

采用２０４８通道的电路，通过两步标定法采用取分形

维数交集的方法对上述两个参数进行了标定。将其

代入（１１）式计算粒子计数器测量的质量浓度犆，并

将犆与美国 ＴＳＩ公司智能防爆粉尘仪ＳＩＤＥＰＡＫ

ＡＭ５１０测量的标准参照值犆ＴＳＩ进行了比较。图１

是粒子计数器（ＯＰＣ）和智能防爆粉尘仪测量值的关

系图，两次实验拟合直线的斜率分别为１．０８０，

０．９５８２，相关系数分别为０．９９３９，０．９９９１。由此可

见，两次实验拟合直线的斜率均与１比较接近，相关

系数都在０．９９以上，表明粒子计数器测量的烟尘质

量浓度值犆与标准参照仪器的测量值犆ＴＳＩ基本一

致，从而从实验上验证了上述模型的正确性。

图１ ＯＰＣ测量值与ＳＩＤＥＰＡＫＡＭ５１０测量值的关系图

（ａ）香烟烟尘 ；（ｂ）蚊香烟尘

Ｆｉｇ．１ ＰｌｏｔｏｆｍｅａｓｕｒｅｄｍａｓｓｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｂｙＳＩＤＥＰＡＫ

ＡＭ５１０ｖｅｒｓｕｓｔｈａｔｂｙＯＰＣ．（ａ）ｃｉｇａｒｅｔｔｅｓｏｏｔ；

（ｂ）ｍｏｓｑｕｉｔｏｉｎｃｅｎｓｅ

５　结　　论

分析了计数法颗粒物质量测量的一般数学模

型，结果表明颗粒群总质量能表示成各通道计数值

的线性迭加。在此基础上以光散射球形颗粒群质量

测量为例，以颗粒物的同质量子集犖犻为出发点，依

据统计理论推导出计数通道的散射光通量与颗粒的

平均体积之间存在分形关系φ＝犔
珚犞β，由此得出计

数通道平均质量珦犿犼与计数通道特征参数φ的一般

函数关系珦犿（φ犼）≡珚犞犼ρ＝ρ犔
－η
φ
η
犼。其中η为光散射

等效截面分形维数，且０＜η＜３。并将其推广到非

球形颗粒的测量之中，从而建立起光散射计数法颗

粒群质量测量的完整的数学模型。同时，由于参数

φ没有进行任何限定，可将其替换成任何计数法质

量测量的特征参数，因此可以将此模型应用于任何

采用计数法对颗粒群进行质量浓度的测量之中，从

而为实现计数器在线测量颗粒群的质量浓度提供了

一种可行途径。
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