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狊波散射作用下的原子 分子系统的量子动力学
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摘要　研究自旋相反的两成份费米原子 分子耦合系统中，背景粒子ｓ波散射对分子形成与分解的影响。这种粒

子间的相互作用在以分子形式存在为主的演化阶段影响明显，其中排斥势散射有利于分子的形成。分子场在系统

演化过程中会出现亚泊松（ＳｕｂＰｏｉｓｓｏｎ）统计分布。
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１　引　　言

自１９９５年玻色爱因斯坦凝聚（ＢＥＣ）首次在实

验上成功以来［１］，超冷粒子成为人们研究的热点［２］，

相关研究也从单纯的玻色原子系统扩展到费米原子

系统以及玻色 费米混合原子系统［３，４］。２００３年Ｊｉｎ

等［５］在实验上率先实现了由量子简并费米气体４０Ｋ

转换成超冷分子，又为超冷粒子系统的研究增添了

新的内容。由超冷原子气体实现超冷分子气体［６］主

要有两个途径：磁场Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振
［７］和光缔合［８，９］。

磁场Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振的原理是通过调节磁场使得入

射到其内的两个粒子的总能量与束缚态能量非常接

近以至于相等，这样在这个较小的区域内就可以有

效地改变粒子间的散射长度。研究表明超冷费米原

子和超冷玻色原子在Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振附近都表现出

不同的特性［１０］。光缔合的物理机制是利用一对基

态的超冷原子吸收一个光子形成一个激发态的分

子［１１，１２］。通过光缔合方法实现的分子内核在长程

相互作用范围内，并且其动能远小于振动或转动的

能级分裂。近年来人们对超冷分子进行了很多有意

义的研究［１３～１６］。

在超冷状态下，粒子碰撞表现为ｓ波散射。在以

往超冷原子形成分子的讨论中，背景原子间ｓ波散射

由于远小于Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振散射通常被忽略。近年来

由于超冷技术的发展，超冷原子气体的密度越来越

高，以至于背景原子间的散射对系统的影响不可忽

略。本文研究自旋相反的两成份费米原子 分子耦合

系统中包括分子在内的背景粒子间的ｓ波散射对原

子和分子两种粒子相互转化动力学过程的影响。
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２　模型与分析

考虑自旋相反的两成份费米原子转换成分子的

过程。假设费米气体被由激光形成的光阱所约束，

相对于原子的跃迁频率，激光的失谐量非常大，以至

于由于自旋差异所造成的自旋相反的两成份费米原

子在阱中感受到的约束势的差异可以忽略。因温度

极低，原子之间以及所形成分子之间的相互作用表

现为ｓ波散射。这个原子 分子耦合系统的哈密顿

（Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ）可以表示为
［１１］

犎^ ＝∑
犽，σ

珔犺ω犽
２
犮^犽，σ^犮犽，σ＋∑

犽

珔犺ω犽^犪

犽^犪犽＋珔犺犵犽＋犽′ ∑

犽，犽′

犪^犽＋犽′^犮犽↓^犮犽′↑ ＋犎．犮（ ）．

＋
１＋δ犻（ ）犼
２ ∑

犻，犼，犽，犽′

犝犻犼
２犞
狆^

犻，犽↓^狆


犼，犽′↑^狆犼，犽′↑^狆犻，犽↓， （１）

式中犽（犽′）为粒子的动量指标参数，^犮犽，σ，^犮犽，σ 和犪^

犽，σ，

犪^犽，σ分别是费米原子和玻色分子的产生和湮灭算

符，满足相应的费米（玻色）对易关系，算子狆^犻犽σ（犻＝

１，２）是算子犮^犽，σ 和犪^犽，σ 的缩写，代表狆^１犽σ ＝犮^犽，σ 和

狆^２犽σ ＝^犪犽，σ。显然，第一项和第二项分别描述原子的

动能和分子的失谐能；第三项反映了原子对转换为

分子所需的能量，其中参数犵犽＋犽′ 为原子对与分子之

间的耦合强度；第四项反映了粒子之间的狊波散射

相互作用，犝犻犼 ＝４π珔犺
２犪犻犼／μ犻犼是粒子间的散射相互作

用势，犪犻犼是粒子背景散射长度，μ犻犼 为粒子约化质量，

犞 为量子化体积。

实验表明自旋与动量均相反但绝对值相等的原

子对容易形成分子，此时分子能量最低，处在零动量

的分子ＢＥＣ状态，所以只需考虑这部分原子对在分

子形成过程中的作用。另外，在现有的实验条件下，

原子的费米能级远小于Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振宽度，也小于

原子对 分子的耦合频率，前者意味着原子对 分子

的耦合参数可以认为是一个与动量指标犽（犽′）无关

的常数（犵犽＋犽′ ＝犵），后者则表明原子动能随犽（犽′）的

变化对分子形成过程的影响可以忽略。再者，假设

初始时刻只有原子存在，而原子对 分子相互作用时

间足够短以至于形成的分子少到分子与分子之间、

甚至原子与分子之间的散射相互作用可以忽略，在

这种情况下只需考虑原子之间的背景散射。在旋波

近似和原子对与分子共振耦合条件下，哈密顿量（１）

式可简化成

狆^^犎 ＝∑
犽

犝０
２犞
犮^犽↑^犮


－犽↓^犮－犽↓^犮犽↑ ＋珔犺犵 ∑

犽

犪^０^犮犽↓^犮犽↑ ＋犎．犮（ ）．， （２）

这里已定义犝１１＝犝０。因为没有其它损耗因素存在，总原子数２犖＝∑犽
（犮犽↑犮犽↑＋犮


－犽↓犮－犽↓＋２犪


０犪０）是一守

恒量。

原子对 分子耦合系统态的一般形式可以表示为

狘ψ〉＝ ∑
ｍｉｎ 犖，｛ ｝犕

狀＝０
∑
狀｛｝犽

犆犖－狀，狀１
，…，狀犕

（）狋狘犖－狀，狀１，…，狀犕〉， （３）

式中犕为原子可占用的动量状态数，犖－狀为所形成的分子数，狀｛ ｝犽 为给定犖－狀条件下原子对按动量状态

的一套填布数，其填充方式共有犆狀犕 ＝
犕！

狀！犕－（ ）狀 ！
种，而犆犖－狀，狀１，狀２，．．．，狀犕（狋）则是系统处在与 狀｛ ｝犽 相对应填布

状态且有犖－狀分子形成时的几率幅度。受泡利不相容原理的限制，显然有狀犽 ＝０，１，其中狀犽 ＝１意味着一

对原子填充在动量为犽和!犽的状态上，并且有∑
犕

犽＝１

狀犽 ＝狀。

通过薛定谔方程ｉ


狋
狘ψ〉＝犎狘ψ〉，可以得到几率幅度犆犖－狀，狀１，狀２，．．．，狀犕（狋）所满足的演化方程：

ｉ犆犖－狀，狀１，…，狀犕（狋）＝犵 犖－狀＋槡 １∑
犕

犽＝１

δ狀犽，１犆犖－（狀－１），狀１，…，（狀犽－１），…，狀犕（狋）［ ＋

犖－槡 狀∑
犕

犽＝１

δ狀犽，０犆犖－（狀＋１），狀１，…，（狀犽＋１），…，狀犕（狋 ］）＋
犝０
２犞∑

犕

犽＝１

δ狀犽，１犆犖－狀，狀１，…，狀犕（狋）， （４）

７３５３
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　　这里狀＝０，…，ｍｉｎ｛犖，犕｝。当取犝０＝０时，（４）

式描述了不计背景原子散射时的情况［１５］。实际上

（４）式描述的是一个∑
犕

狀＝０

犆狀犕 维的耦合常微分方程

组。例如，当犖＝犕时，维数为２
犖。显然，对该方程的

讨论会因为系统所含粒子数增大而受到限制。不过，

它可以通过如下物理考虑而被简化。对于这一给定

的原子对数狀，若忽略因这狀个原子对在犕 个动量

状态上各种可能的分布所对应的能量差别，则系统

相应于不同原子对填布数 狀｛ ｝犽 的几率幅度应相等，

因此，共有犆狀犖 种方式可以以相同的概率形成犖－狀

个分子。我们定义犆犖－狀 为形成这犖－狀个分子的总

几率幅度，则相应于一种分布 狀｛ ｝犽 的几率幅度为

犆犖－狀／ 犆狀槡 犕，显然有犆犖－狀／ 犆狀槡 犕 ＝犆犖－狀，狀１，狀２，…，狀犕。再

根据（４）式可以得到：

ｉ犆犖－狀

犆狀槡 犕

＝犵
犖－狀＋槡 １狀

犆狀－１槡 犕

犆犖－狀＋１＋
犖－槡 狀（犕－狀）

犆狀＋１槡 犕

犆犖－狀－［ ］１ ＋狀犝０２犞
犆犖－狀

犆狀槡 犕

， （５）

令犆犖－狀 ≡犆狀，（５）式可以化简为

ｉ犆狀 ＝犵 犖－狀＋槡 １ （犕－狀＋１）槡 狀犆狀－１＋ 犖－槡 狀 （犕－狀）（狀＋１槡 ）犆狀＋［ ］１ ＋狀
犝０
２犞
犆狀， （６）

（６）式是一个犖＋１维的耦合常微分方程组，将通过它观察分子的形成过程以及分子所满足的统计规律。

在任意时刻狋，系统中形成的分子数可以表示为

〈^犪０^犪０〉＝ ∑
ｍｉｎ 犖，｛ ｝犕

狀＝０
∑
狀｛｝犽

犆犖－狀，狀１，…，狀犕（狋）
２（犖－狀）＝ ∑

ｍｉｎ 犖，｛ ｝犕

狀＝０

犆狀犕 犆狀（狋）
２ 犖－（ ）狀 ． （７）

图１ 犳犕 随时间τ的演化曲线１

Ｆｉｇ．１ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ１ｏｆ犳犕 ｗｉｔｈｒｅｓｃａｌｅｄｔｉｍｅτ

　　为方便我们通过分子与原子数的比例系数

犳犕（犳犕 ＝２〈^犪

０^犪０〉／犖－１）来讨论问题。

图１是根据（７）式数值模拟结果，其中τ（τ＝

２槡犖犵狋）是经过标度变换过的无量纲时间，犝０／犞 ＝

±０．０００５ｇ，犳犕 ＝－１和犳犕 ＝１分别反映系统只有原

子对和只有分子存在时的两种极端情况。初始时刻费

米原子对均匀填充在费米面以下的状态上，且满足关

系犖＝犕。图１显示原子对形成分子和分子又分解成

原子对随时间变化的过程，它大致依原子对 分子 原

子对交替的曲线振荡运动方式变化，但幅度逐渐减

小。另外，随着初始原子对数目的增加，代表最大分子

（原子对）数目的波峰（波谷）再次出现的时间略有后

移。曲线在时间尺度上的展宽是因为对于系统中不同

原子对数狀的状态，相应状态下分子形成的时间不同

所造成。此特点也可以根据（６）式所代表的依赖于整

数狀的离散系统的动力演化特征加以理解。图１中实

线显示了当原子之间相互独立（犪＝０）时的情况。若

原子之间存在排斥性散射作用（犪＞０，见图中的虚

线），波峰（波谷）出现的时间位置与原子之间无散射

时的情况基本一样，但曲线相应的振荡幅度不减反而

有所增加，表示形成的最大分子数有所增加。并且随

着初始原子对数目的增加，这一效应就越明显。若原

子之间存在吸引散射作用（犪＜０），情况正好相反（见

图１中的点线），此时原子对会以更大的概率存在于

系统中。更多的数值计算表明，散射势的强弱变化不

改变排斥（吸引）散射作用有利于（不利于）分子的形

成的结论，而只使相应效应的强度发生变化。上述分

子形成的过程对散射效应的依赖在数学上归结于（６）
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式等号右边最后一项的存在，其系数狀犝０／２犞代表分

子形成的增益（犪＞０）或衰减（犪＜０），它与系统中原

子对的个数狀成正比。有趣的是原子对的散射作用

只在分子形成的那段时间才突显起来。图１所展示

的具有排斥或吸引性质的背景粒子ｓ波散射，在实验

上可以通过调整磁场Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振人为实现。例

如，当用磁场进行Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振扫描时，在共振左

边，散射势为排斥性的，自旋相反的费米原子配对，并

当原子对的大小相对于粒子间的平均间距小得多时

就形成了分子；在共振右边，散射势则为吸引性的，原

子对中的两个原子因相互吸引而形成较为稳定的库

帕对，其大小大于粒子间的平均间距。

在图１波峰处系统内分子所占比例很大，甚至

超过原子对的数目。此时，分子之间的碰撞对新分

子形成的影响也必须考虑。因已形成的分子温度极

低，它们之间的碰撞也可以用ｓ波散射来描述，其散

射势是原子的两倍［１３］。从数学上看，此时要求（６）

式等号右边增加一项 （犖－狀）犝０／犞犆狀。因为总满足

犖≥狀，所以分子间ｓ波散射是否有利于新分子的形

成也主要取决于散射长度犪的性质。图２展示初始

原子对数为犖 ＝５００、增益散射（犪＞０）时的情况。

其中实线、点线和虚线分别代表无任何 碰 撞

（犪＝０，犝１１ ＝犝１２ ＝０），仅有原子间的ｓ波散射

（犝１１／犞＝０．０００５ｇ，犝２２／犞＝０）以及原子 原子和分

子 分子ｓ波散射均考虑（犝２２／犞＝２犝１１／犞＝０．００１ｇ）

三种情况。容易看到分子形成与分解的时间演化在

考虑分子ｓ波散射后所展现出来时间特征与仅考虑

原子间的ｓ波散射时所展现出来的相类似。

图２ 犳犕 随时间τ的演化曲线２

Ｆｉｇ．２ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ２ｏｆ犳犕 ｗｉｔｈｔｉｍｅτ

Ｍａｎｄｅｌ犙参数是分析粒子数场统计分布的重

要参数，它定义如下：

犙（狋）＝
〈^狀（狋）２〉－ 〈^狀（狋）〉

２

〈^狀（狋）〉
－１． （８）

当犙（狋）＝０，犙（狋）＞０和犙（狋）＜０时，该场分别服

从泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）、超泊松（ｓｕｐｅｒＰｏｉｓｓｏｎ）和亚泊松

（ｓｕｂＰｏｉｓｓｏｎ）统计分布。下面用它来观察所形成

的分子场的统计分布性质。图３是具体的数值计算

的结果，参数的选取以及图３中实线、虚线和点线所

代表的含义与图１的相同。与形成的分子数随时间

变化的情况一样，分子场的统计分布也随着时间作

振荡变化，并且由原子之间的背景散射所造成影响

随着演化也呈逐渐加强的趋势。在演化的绝大多数

时间内，分子场处于犙（狋）＞０的具有经典性质的超

泊松统计分布状态，仅当存在犪＞０的增益散射的

条件 下、在 演 化 后 期 的 一 段 时 间 内，会 出 现

犙（狋）＜０的具有非经典性质的亚泊松统计分布

情况。

图３ 犙（狋）随时间τ的演化曲线

Ｆｉｇ．３ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅ犙（τ）ｗｉｔｈｔｉｍｅτ

３　结　　论

本文根据磁场Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振原理讨论了自旋

相反的两成份超冷费米原子气体形成超冷分子气体

的问题。基于描述该系统的原子 分子耦合系统哈

密顿量，得到了分子场几率幅度所满足的运动方程，

具体分析了在短程ｓ波散射条件下费米原子对与分

子之间相互转化的时间相关行为。结果表明ｓ波散

射在以分子形式存在为主的演化阶段影响显著，其

中排斥势散射有利于分子的形成，吸引势散射的作

用则相反，并且这些影响的强烈程度随初始费米原

子气体密度的增加而加大。分子场在系统演化过程

中会出现亚泊松统计分布。
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