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二值图像的犜犮犺犲犫犻犮犺犲犳矩缩放不变量

吴海勇
（南京晓庄学院物理与电子工程学院，江苏 南京２１１１７１）

摘要　提出了一种新的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩的缩放不变量。利用递降阶乘和第一类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数，将Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式表

示为幂级数的线性组合，分离出包含在缩放后图像矩中的缩放系数，然后用第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数和递降阶乘将新得到

的幂级数转回为Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式组合。这样Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩的缩放不变量可以转化为原始矩的线性组合来计算，

计算量小，没有迭代误差积累。实验表明，提出的描述子能够更好地提取二值图像的缩放不变特征。
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１　引　　言

Ｍ．Ｋ．Ｈｕ
［１］提出了基于几何矩的不变量，在

图像平移、缩放和旋转后能够保持不变，因而在图像

分析和模式识别中得到了广泛应用。但是，几何矩

的核函数是非正交的多项式，使得图像重建［２～５］变

得相当困难，高阶矩的抗噪声能力比较差。Ｒ．

Ｍｕｋｕｎｄａｎ 等
［６］，Ｙａｐ Ｐ． Ｔ．

［７］ 提 出 了 离 散

Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩和 Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ矩，具有不需要进行

积分的近似，值的动态范围变化较小，不需要坐标空

间的转换等优点，相比于传统的连续矩［８，９］，能够更

好地表现图像的特征。

ＺｈｕＨｏｎｇｑｉｎｇ等
［１０］构造了一种新的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ

矩的缩放不变量，表示为Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩的组合，避免

了用几何矩间接表示时，对噪声敏感的缺点。但是，

组合系数需要多次迭代才能得到，计算量大，存在误

差积累。本文提出了一种新的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩的不变

量，并将之表示为系数可以直接计算的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩

的组合，有着较高的计算精度。

２　Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩的缩放不变量

２．１　犜犮犺犲犫犻犮犺犲犳矩

狀阶Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式定义为
［１１］

狋狀（狓）＝ （１－犖）狀∑
狀

犽＝０

（－狀）犽（－狓）犽（１＋狀）犽
（犽！）２（１－犖）犽

，

狀，狓＝０，１，…，犖－１ （１）

式中 （犪）狀 是Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ符号：

（犪）狀 ＝犪（犪＋１）（犪＋２）…（犪＋狀－１），

狀≥１且 （犪）０ ＝１ （２）

Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式满足正交性：

∑
犖－１

狓＝０

狋狀（狓）狋犿（狓）＝ρ（狀，犖）δ狀犿，０≤犿，狀≤犖－１

（３）

式中

ρ（狀，犖）＝
（犖＋狀）！

（２狀＋１）（犖－狀－１）！
． （４）
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　　因为Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式的值以犖
狀 增长，计算

时通常用尺度变换后多项式［１２］：

珓狋狀（狓）＝
狋狀（狓）

β（狀，犖）
＝

狋狀（狓）

ρ（狀，犖槡 ）
． （５）

　　一幅大小为犖×犖，灰度为犳（狓，狔）的图像，狆＋

狇阶Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩定义为

犜犳狆狇 ＝∑
犖－１

狓＝０
∑
犖－１

狔＝０

珓狋狆（狓）珓狋狇（狔）犳（狓，狔）． （６）

２．２　犜犮犺犲犫犻犮犺犲犳多项式一些性质

与Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ符号类似，递降阶乘〈犪〉狀 定义为

〈犪〉狀 ＝犪（犪－１）（犪－２）…（犪－狀＋１）＝

（－１）
狀（－犪）狀，　狀≥１且〈犪〉０ ＝１ （７）

Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式可以改写为

珓狋狀（狓）＝∑
狀

犽＝０

１

ρ（狀，犖槡 ）

（狀＋犽）！
（狀－犽）！（犽！）

２

（１－犖）狀
（１－犖）犽

〈狓〉犽 ＝∑
狀

犽＝０

犮（狀，犽）〈狓〉犽， （８）

显然，

犮（狀，犽）＝
１

ρ（狀，犖槡 ）

（狀＋犽）！
（狀－犽）！（犽！）

２

（１－犖）狀
（１－犖）犽

，

（９）

〈狓〉狀 也可用Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式展开
［１３］：

〈狓〉狀 ＝∑
狀

犽＝０

犱（狀，犽）珓狋犽（狓）， （１０）

式中

犱（狀，犽）＝（－１）
狀＋犽 ρ（犽，犖槡 ）（２犽＋１）（狀！）

２（１－犖）狀
（狀＋犽＋１）！（狀－犽）！（１－犖）犽

，

（１１）

递降阶乘和幂级数狓狀 之间也可以相互展开
［１４］：

〈狓〉狀 ＝∑
狀

犻＝０

狊１（狀，犻）狓
犻， （１２）

狓狀 ＝∑
狀

犻＝０

狊２（狀，犻）〈狓〉犻， （１３）

式中狊１（狀，犻）为第一类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数，满足迭代关系：

狊１（０，０）＝１，

狊１（０，犻）＝狊１（狀，０）＝０，　狀≥１，犻≥１

狊１（狀，犻）＝狊１（狀－１，犻－１）－（狀－１）狊１（狀－１，犻），

（１４）

狊２（狀，犻）为第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数，满足迭代关系：

狊２（０，０）＝１，

狊２（０，犻）＝狊２（狀，０）＝０，　狀≥１，犻≥１

狊２（狀，犻）＝狊２（狀－１，犻－１）＋犻狊２（狀－１，犻）．（１５）

　　 （８）式 和 （１２）式 通 过 递 降 阶 乘 建 立 了

Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式和幂级数直接的联系。幂级数的

运算相对比较简单，而（１３）式和（１０）式可以将运算

后的幂级数转换为Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式，以便直接运

用矩的定义。

２．３　Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ缩放不变量

记图像犳（狓，狔）沿着狓轴和狔轴分别缩放犪和犫

倍后的图像为犵（狓，狔），它的狆＋狇阶Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩

可以表示为

犜犵狆狇 ＝犪犫∑
犖－１

狓＝０
∑
犖－１

狔＝０

珓狋狆（犪狓）珓狋狇（犫狔）犳（狓，狔）， （１６）

运用（８）式、（１０）式、（１２）式和（１３）式可以将（１６）式

转化为

犜犵狆狇 ＝∑
狆

犽＝０
∑
犽

犻＝０
∑
犻

犼＝０
∑
犼

犾＝０
∑
狇

犿＝０
∑
犿

狀＝０
∑
狀

狉＝０
∑
狉

狊＝０

犮（狆，犽）犮（狇，犿）狊１（犽，犻）犪
犻＋１狊２（犻，犼）犱（犼，犾）狊１（犿，狀）犫

狀＋１狊２（狀，狉）犱（狉，狊）犜犳犾狊，

（１７）

（１７）式说明，缩放后图像的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩可以表示为原始图像的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩的线性组合。根据这个关

系，构建新的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩的缩放不变量：

定理：大小为犖×犖，灰度为犳（狓，狔）的图像，狆＋狇阶Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩为犜犳狆狇，令

ψ
犳
狆狇 ＝∑

狆

犽＝０
∑
犽

犻＝０
∑
犻

犼＝０
∑
犼

犾＝０
∑
狇

犿＝０
∑
犿

狀＝０
∑
狀

狉＝０
∑
狉

狊＝０

犮（狆，犽）犮（狇，犿）狊１（犽，犻）λ
犻＋１狊２（犻，犼）犱（犼，犾）狊１（犿，狀）θ

狀＋１狊２（狀，狉）犱（狉，狊）犜犳犾狊，

（１８）

式中

λ＝
犿

ｍａｘ∑
犖－１

狓＝０

犳（狓，狔［ ］）
，θ＝

犿

ｍａｘ∑
犖－１

狔＝０

犳（狓，狔［ ］）
， （１９）

式中犿为常数，则ψ
犳
狆狇 对图像缩放不变。

证明：定义一些矩阵符号：犛１犓 ＝［狊１（犻，犼）］，犛
２
犓 ＝［狊２（犻，犼）］，犆犓 ＝［犮（犻，犼）］，犇犓 ＝［犱（犻，犼）］，０≤犼≤犻≤

犓；Г犓犔 ＝ （犜犻，犼），０≤犻≤犓，０≤犼≤犔 ，Λ犓 ＝ｄｉａｇ（λ，λ
２，…，λ

犓＋１），Θ犓 ＝ｄｉａｇ（θ，θ
２，…，θ

犓＋１）。

５７３３
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对于缩放后的图像犵（狓，狔），由（１８）式定义的犓×犔阶缩放不变量矩阵可以表示为

Ψ犵犓犔 ＝犆犓犛
１
犓Λ

犵
犓犛

２
犓犇犓Γ

犵
犓犔（犆犔犛

１
犔Θ

犵
犔犛
２
犔犇犔）

Ｔ， （２０）

由（１７）式可知

Γ犵犓犔 ＝犆犓犛
１
犓ｄｉａｇ（犪，犪

２，…，犪犓＋１）犛２犓犇犓Γ
犳
犓犔 犆犔犛

１
犔ｄｉａｇ（犫，犫

２，…，犫犔＋１）犛２犔犇［ ］犔
Ｔ， （２１）

对于二值图像，（１９）式的分母分别表示垂直方向和水平方向的投影的最大值，即图像的宽度和高度
［１５］，因

此，

Λ犵犓ｄｉａｇ（犪，犪
２，…，犪犓＋１）＝Λ犳犓；Θ犵犓ｄｉａｇ（犫，犫

２，…，犫犓＋１）＝Θ犳犓． （２２）

两类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数之间存在着正交性：

∑
ｍａｘ（狀，犿）

犽＝０

狊１（狀，犽）狊２（犽，犿）＝δ狀犿， （２３）

所以犛１犖犛
２
犖 ＝犐，犐为单位矩阵。将（２１）～ （２３）式代

入（２０）式，并考虑到犆犓犇犓 ＝犐，可得

Ψ犵犓犔 ＝Ψ
犳
犓犔， （２４）

即Ψ对图像是缩放不变的。

３　实验结果

表１描述了两种方法计算速度的比较，实验对

象为６４ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ的汉字“舒”（如图１所示），

沿狓轴和狔 轴方向同时缩放０．５～２倍。算法用

Ｃ＋＋在ＣＰＵ为ＩｎｔｅｌＣｅｌｅｒｏｎ４３０１．８ＧＨｚ、内存

为１ＧＢ的计算机上实现。可以看出，随着阶数的

增加，提出的不变量有着较大时间优势。

图１ 测试用的二值图像

Ｆｉｇ．１ Ｂｉｎａｒｙｉｍａｇｅｓｔｏｂｅｔｅｓｔｅｄ

表１ 计算时间比较／ｍｓ

Ｔａｂｌｅ１ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＣＰＵｅｌａｐｓｅｄｔｉｍｅ／ｍｓ

Ｓｃａｌｅ

ｆａｃｔｏｒ

Ｏｒｄｅｒｏｆ

ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１０］′ｓ

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｍｅｔｈｏｄ

０．５ ０～１０ １５ １５

０～３０ ３１ １６

０～６０ ４６９ ２０４

１．０ ０～１０ ２７ １６

０～３０ ４７ ３１

０～６０ ５４７ ２６２

１．５ ０～１０ ４５ ３１

０～３０ ６３ ４７

０～６０ ６２５ ２９３

２．０ ０～１０ ５７ ３７

０～３０ １０７ ９０

０～６０ ８５９ ２９３

　　用３２ｐｉｘｅｌ×３２ｐｉｘｅｌ的二值图像“幕”来测试

提出的缩放不变量，表２描述了原始图像沿着狓轴

方向和狔轴方向缩放不同倍数后，用（１８）式得到的

缩放不变量集。（１９）式中的犿是一大于１的常数，

它使得不变量的值不至于太小而无法与０区分，文

中犿取１０。为了对比，表３描述了同样的图用文献

［１０］的缩放不变描述子得到的不变量集。定义不变

量集的标准差除以均值来表征不变量的性能，值越

小，表示越“不变”。

表２ 对于放大缩小后二值图像“幕”用本文提出的缩放描述子

Ｔａｂｌｅ２ Ｐｒｏｐｏｓｅｄｓｃａｌｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｆｏｒａｃｏｎｔｒａｃｔｅｄｏｒｅｘｐａｎｄｅｄｂｉｎａｒｙｉｍａｇｅ“幕”

ψ００ ψ０１ ψ１０ ψ１１ ψ０２ ψ２０ ψ０３ ψ１２ ψ２１ ψ３０

犪＝１．０，犫＝１．００．５４３０８－０．８３３７１０．８２７９９－０．７８５５５ １．２０６ －１．１９７７ ０．６７０１６ －１．０２８９ １．０２１９ －０．３２６４７

犪＝０．６，犫＝１．１０．５３６６７－０．８２４４６０．８２０１１－０．７６９５３ １．１８２４ －１．１７６５ ０．６４０８９ －０．９８５０７０．９８１０７－０．２８６０７

犪＝１．１，犫＝０．６０．５２７１１－０．８１０５２０．８０７６ －０．７５９７８ １．１６８２ －１．１６３９ ０．６４１９４ －０．９８６８４０．９８２７４－０．３０２０４

犪＝１．１，犫＝２．３０．５４５１９－０．８３９２７０．８３９１８－０．７９００３ １．２１６３ －１．２１６４ ０．６７７０２ －１．０４２６ １．０４３２ －０．３３４１

犪＝１．２，犫＝２．１０．５４９６５－０．８４３４２０．８３６６１－０．７９０１７ １．２１２５ －１．２０２７ ０．６６２４９ －１．０１６５ １．００８２ －０．３０２４５

犪＝１．４，犫＝１．２０．５５７６８－０．８５５８１０．８４９２８－０．８０９２１ １．２４１８ －１．２３２５ ０．６９６３９ －１．０６８８ １．０６１ －０．３４９８９

犪＝１．６，犫＝２．４０．５３３８１－０．８１７４１０．８０６８２－０．７７４５７ １．１８６２ －１．１７１ ０．６６６２６ －１．０２０５ １．００８ －０．３３３３４

σ／μ／％ ０．００２８ ０．００４３ ０．００４５ ０．００４８ ０．００７３ ０．００７６ ０．００８１ ０．０１２３ ０．０１２３ ０．０２３０

６７３３
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表３ 对于放大缩小后二值图像“幕”用文献［１０］提出的缩放描述子

Ｔａｂｌｅ３ Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ［１０］′ｓｓｃａｌｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｆｏｒａｃｏｎｔｒａｃｔｅｄｏｒｅｘｐａｎｄｅｄｂｉｎａｒｙｉｍａｇｅ“幕”

ψ００ ψ０１ ψ１０ ψ１１ ψ０２ ψ２０ ψ０３ ψ１２ ψ２１ ψ３０

犪＝１．０，犫＝１．０ ７４．４１ ５１．２７ ４８．３６ ４２．７４ ３３．３５ ３９．４１ ３８．２０ ２７．８５ ２７．１８ ３４．６４

犪＝０．６，犫＝１．１ ６７．７０ ４６．８９ ４４．０１ ３８．９９ ３０．６６ ３５．５８ ３４．６７ ２５．６８ ２４．８７ ３０．９８

犪＝１．１，犫＝０．６ ７１．２２ ４９．０１ ４７．４１ ４０．４８ ３２．５３ ３８．６０ ３５．８７ ２６．９２ ２６．２９ ３３．６７

犪＝１．１，犫＝２．３ ８０．０７ ５５．５０ ５１．４６ ４６．２７ ３５．８２ ４１．７１ ４１．２７ ３０．０２ ２９．１３ ３６．５３

犪＝１．２，犫＝２．１ ７１．８４ ５０．１９ ４７．００ ４２．１１ ３２．８２ ３８．４１ ３７．７４ ２７．５６ ２６．７６ ３３．７９

犪＝１．４，犫＝１．２ ７９．９４ ５４．８３ ５１．７３ ４５．７８ ３５．５４ ４２．２７ ４１．０７ ２９．７２ ２８．９９ ３７．３１

犪＝１．６，犫＝２．４ ７１．６１ ４９．４７ ４６．７０ ４１．２８ ３２．３８ ３８．０５ ３６．８９ ２７．１２ ２６．４８ ３３．４０

σ／μ／％ ４．１９２３ ２．７４３１ ２．２２５６ ２．４１２８ １．４２８７ １．８９２９ ２．３２８７ １．２３１９ １．２１３６ １．８４６６

　　表４和表５对比了（１８）式和文献［１０］的描述子

的抗噪声性能，用３２ｐｉｘｅｌ×３２ｐｉｘｅｌ的二值图像

“Ｆ”，加上均值为０，方差为０．０１的高斯噪声后，沿

着狓轴方向和狔 轴方向缩放不同倍数后得到测试

图像集。实验结果显示，本文所提出的描述子能够

更好地提取图像缩放不变的特征。

表４ 对于放大缩小后二值噪声图像“Ｆ”用本文提出的缩放描述子

Ｔａｂｌｅ４ Ｐｒｏｐｏｓｅｄｓｃａｌｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｆｏｒａｃｏｎｔｒａｃｔｅｄｏｒｅｘｐａｎｄｅｄｎｏｉｓｅｄｂｉｎａｒｙｉｍａｇｅ“Ｆ”

ψ００ ψ０１ ψ１０ ψ１１ ψ０２ ψ２０ ψ０３ ψ１２ ψ２１ ψ３０

犪＝１．０，犫＝１．００．６１６４７－０．９４５７８０．９４６８５－０．８９８８５ １．３７５ －１．３６６８ ０．７９８２６ －１．２１２ １．１８２８ －０．４８２９５

犪＝０．６，犫＝１．１０．６３４９８－０．９８６４４１．０１５１ －０．９０４５７ １．４０１３ －１．４３２５ ０．７５８６６ －１．１６６７ １．１７１７ －０．３９９２６

犪＝１．１，犫＝０．６０．６５００８－０．９８０５５０．９４５８５－０．９７１８１ １．４６１１ －１．３９８３ ０．９１７０４ －１．３６８ １．２８３４ －０．６３７０７

犪＝１．１，犫＝２．３０．６６３４６－１．０１２１ １．０００８ －０．９６４１８ １．４６５６ －１．４３６７ ０．８４９７ －１．２７９７ １．２２５８ －０．５０５２４

犪＝１．２，犫＝２．１０．６１８４９－０．９５０３ ０．９５４１５－０．８９１３３ １．３６５３ －１．３６０７ ０．７６８６２ －１．１６７８ １．１４０８ －０．４３１４２

犪＝１．４，犫＝１．２０．６１４７ －０．９３９３１０．９３１５７－０．８９９６８ １．３７０７ －１．３４９６ ０．８０５７８ －１．２１８４ １．１７７２ －０．４９５４７

犪＝１．６，犫＝２．４０．５９５２２－０．９１４９９０．９１９３ －０．８６３４８ １．３２３６ －１．３２０７ ０．７５６７６ －１．１５１５ １．１２８６ －０．４４１８

σ／μ／％ ０．０１２４ ０．０１６３ ０．０１８８ －０．０２４６ ０．０２７９ ０．０１９５ ０．０５９９ ０．０６９５ ０．０３３５ ０．１７５５

表５ 对于放大缩小后二值噪声图像“Ｆ”用文献［１０］提出的缩放描述子

Ｔａｂｌｅ５ Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ［１０］′ｓｓｃａｌｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｆｏｒａｃｏｎｔｒａｃｔｅｄｏｒｅｘｐａｎｄｅｄｎｏｉｓｅｄｂｉｎａｒｙｉｍａｇｅ“Ｆ”

ψ００ ψ０１ ψ１０ ψ１１ ψ０２ ψ２０ ψ０３ ψ１２ ψ２１ ψ３０

犪＝１．０，犫＝１．０６０．２５３１ ３１．２５８８ ２７．６４５２ ２４．８５１５ １２．２９１４ ２０．９９３７ ２１．４２６１ ８．７９３９８ ８．８５４４９ １８．２５６９

犪＝０．６，犫＝１．１６２．９３ ３３．３９７４ ２８．５１４２ ２６．８３９３ １３．１００７ ２１．６５１４ ２３．２９５８ ９．３６５９ ９．５４３７９ １８．８３０１

犪＝１．１，犫＝０．６６６．６５３８ ３２．８１０２ ３０．５０４７ ２５．９０１３ １２．６０４ ２３．１１９７ ２２．３８０９ ８．９８５９７ ８．９４６６ ２０．０６７６

犪＝１．１，犫＝２．３６１．１１２６ ３１．４２９３ ２７．９８０８ ２４．７５８７ １２．０６６９ ２１．２０９８ ２１．３５０４ ８．４９２４４ ８．５７９５４ １８．４５０４

犪＝１．２，犫＝２．１５６．３１０６ ２９．７６６１ ２６．１７０３ ２３．６７１４ １１．８６９１ １９．９３０９ ２０．３８４５ ８．５０１４ ８．５４２４３ １７．３１０５

犪＝１．４，犫＝１．２５９．９０３ ３１．３３７８ ２８．０７７１ ２５．０２６２ １２．５８７ ２１．４４６９ ２１．６４７３ ９．０７８０７ ９．１２２４ １８．６８２５

犪＝１．６，犫＝２．４５６．８２０８ ２９．８８２２ ２６．５４９８ ２３．７６５３ １２．０５３６ ２０．０９１３ ２０．５２７８ ８．６１５４８ ８．６５９８９ １７．４３３６

σ／μ／％ ２．９７２６ ０．８３１９ １．０２９８ ０．７２０９ ０．２０８８ ０．７６７１ ０．６８４５ ０．１７３１ ０．２０２４ ０．６６９３

４　结　　论

在图像分析中，不变量是矩优于其它正交变换的

重要特征，利用递降阶乘建立了Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式

和幂级数之间的联系，从而在提取缩放系数后，将缩

放不变量用原始矩来表示。从计算量、二值图像不变

性和抗噪声能力三个方面，用实验分别和文献［１０］提

出的描述子作了比较。结果表明，由于不需要坐标转

换、没有离散误差和直接计算的系数，本文提出的描

述子有着较高的精度。而且，可以推广到其它离散

矩，如Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ矩的缩放不变量计算。
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