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摘要　数字全息显微三维成像过程中，相位解包裹是三维重构中的关键技术。在犔狆 范数框架下，研究了二维相位

解包裹算法统一的数学模型，分别运用了多种算法对数字全息显微实验得到的包裹相位图进行了实验分析。实验

结果表明，犔０ 范数方法总体上计算效率最高，但是由于噪声点过多而不能得到正确的结果；犔１ 范数法能够获得较

好的全局解，但是还是有一定方向上的畸变，并且耗时最多；最小犔狆 范数法，耗时较多，进行了两层的多次迭代，计

算结果却有畸变；而最小二乘法和加权最小二乘法，计算效率较高，满足准实时测量的要求，并且得到比较理想的

三维重构结果，是数字全息显微中可取的相位解包裹算法。
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１　引　　言

近年来，数字全息技术［１，２］已经在许多不同领

域得到了快速的发展，如显微成像，形变测量，三维

形貌测量，颗粒大小和位置测量等［３～１１］。数字全息

利用瑞利索末菲衍射积分公式，可以同时重建物场

的强度和相位分布［１２～１４］。而相对于传统的光学全

息，数字记录和数值重建使数字全息术同时具备了

光学全息和数字技术的优点［１５］，包括全视场、非接

触、三维成像和数字处理的灵活性、方便性等。

实际上，对复杂波面进行的数值重建过程，就是

让我们由全息图中得到的光程差信息，获得物体表面

轮廓的三维分布。由于三角函数的周期性，用反正切

函数得到的相位是一个把待测相位包裹在［－π，π］

内［１６］，呈现锯齿状分布的包裹相位。包裹相位不能

反映待测相位的变化规律，为了获得正确的相位分

布，必须对数字全息包裹相位图进行解包裹处理。

相位解包裹技术在雷达干涉测量、合成孔径声

纳、核磁共振成像、光学干涉测量、地震处理、犡 射

线晶体衍射等方面都有重要应用［９，１６，１７］。在数字全

息中，相位解包裹算法的优劣，直接决定了能否得到

真实相位图。对于无噪声的包裹相位图，只需逐行

或逐列比较相邻两点的相位值，在相位跳变处进行
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相位补偿即可实现解包裹。但由于数字全息记录过

程中引入的较大噪声和欠采样等因素，给正确进行

相位解包裹带来很大困难。

本文在犔狆范数框架下，研究了二维相位解包裹

算法统一的数学模型，将经典相位解包裹算法分为

了三类：基于路径跟踪的犔０ 范数方法，基于网络流

的犔１范数方法和最小犔狆 范数方法。并运用各种算

法，对数字全息再现的包裹位相图进行二维相位解

包裹，检验其计算效率和解包裹的整体效果。

２　二维相位解包裹算法的统一数学模型

由于包裹相位图中相位跳变的存在，则二维相

位解包裹问题实质上是一个最优化问题，可以统一

归入一个框架内，称为犔狆 范数准则
［１６，１７］。由于真

实相位是由包裹相位的相位梯度场所完全确定的，

则二维相位解包裹的过程存在着一个目标函数和一

个权重因子，解包裹的目的就是求解目标函数的最

小值。该准则一般形式可以表示为

犑＝ε狆 ＝∑
犻，
∑
犼

狑狓犻，犼 φ
狓
犻，犼－ψ

狓
犻，犼

狆＋

∑
犻，
∑
犼

狑狔犻，犼 φ
狔
犻，犼－ψ

狔
犻，犼

狆 （１）

式中Φ
狓和ψ

狓分别为狓方向的解包裹后的相位梯

度和包裹相位梯度，Φ狔 和 ψ
狔 分别为狔方向的解

包裹后的相位梯度和包裹相位梯度，狑为对应于每一

个梯度差所定义的权值，犻和犼分别代表行数和列数。

１）当狆＝０时，目标函数使相位不连续的像素

数目最小化，可以看作是求解包裹相位的最小梯度

解。而分割线算法、品质图引导的路径积分算法和掩

膜割线算法的目标，就是使得到的解包裹相位图梯

度最小，所以属于犔０ 范数方法。

２）当狆＝１时，目标函数使解包裹相位梯度与

测量相位梯度的误差绝对值最小，是基本的网络流

原理二维相位解包裹算法的目标函数，因此可以把

犔１ 范数方法称为基于网络流的算法，最小不连续算

法归于此类。

３）当狆＞０且狆≠１时，目标函数使真实相位

梯度与包裹相位梯度的均狆次方差最小，（１）式即为

一般的最小犔狆范数算法的目标函数，尤其当狆＝２

时，为最小二乘相位解包裹算法，是最小犔狆 范数法

的一个特例。

犔狆 范数准则在理论上将经典的二维相位解包裹

算法归为三类，建立起了分割线算法、品质图引导的

路径积分算法、掩模割线算法、最小不连续法、最小二

乘法、最小范数法等经典算法及其衍生算法之间的数

学函数关系，给研究各种算法的适用性和优劣提供了

理论依据，也给了今后新算法研究的方向和思路。

３　二维相位解包裹算法

相位解包裹技术最早出现在２０世纪７０年代

初，主要采用路径积分的方法做一维相位解包裹算

法的研究。到９０年代后，由于合成孔径雷达等二维

图像处理的需要，二维相位解包裹技术得到了飞速

发展。目前相位解包裹算法已有接近４０种，包括前

述的几种经典算法和其改进的衍生算法。

３．１　基于路径跟踪的犔
０ 范数方法

该类算法思路是用不同方法在包裹相位图中寻

找避开误差点和欠采样点的最佳积分路径，并沿该

路径进行逐点比较。

３．１．１　Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ分割线算法

经典的路径积分算法，由 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ等人在

１９８８年提出。它可以快速并且有效的产生理想的

积分路径。基本思路是：识别正负误差点，并连接邻

近的误差点对或多个误差点，实现误差点“极性平

衡”，生成最优分割线，确定不经过分割线的积分路

径，防止误差沿积分路径传递。Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ分割线算

法执行的速度比较快，效果也比较好。但是由于忽

视了相位值的可靠性问题，可能会导致分割线的位

置出现错误。为了避免这些问题，一些可以指导分

割线设置的辅助信息（如品质图）显然是必需的。

３．１．２　品质图引导的路径积分算法

品质图描述了干涉图的每一点的数据质量。这

种算法假设一个好的品质图完全可以正确的引导积

分的路径而不会包围任何非平衡误差点。尽管该假

设并没有确切的理论证明，但在实际应用中却非常

可靠而且有效。该算法首先选择一个具有高品质值

的像素作为起始点，将其四邻域解包裹并记录到毗

邻表中。从毗邻表中取出品质值最高的点，其四邻

域的点，如果还未解包裹，则按同样的方式将其解包

裹并记录到该毗邻表中。如此循环取出品质值最高

的点并解包裹其四邻域，直到所有的点都已解包裹

为止。这样，所有品质值高的像素首先解，然后才是

那些品质值低的像素。

３．１．３　掩模割线算法

针对Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ分割线算法中分割线位置经常放

置不当的问题，１９９６年Ｆｌｙｎｎ给出了详细的算法，称

之为掩模割线算法。该方法实际是将Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ的分

割线算法与基于品质图的路径积分算法结合起来：像

４２３３
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分割线算法一样，它首先识别出误差点，并用分割线

将它们连接起来，使解包裹积分路径不穿过分割线；

像品质图引导的路径积分算法一样，由每个像元的品

质值决定掩模的生长，它跟踪质量最低的像元从一个

误差点到另一个，直到一个掩模内的误差点能够平

衡，即正的误差点与负的误差点数目相同。

３．２　基于网络流的犔
１ 范数方法

该类算法将相位解包裹看作估值问题，认为由

于包裹相位图中在某些点存在相位跳变，使解包裹

后的相位梯度和包裹相位梯度相差２π的整数倍。

以最小不连续法为例，这里设犽狓犻，犼 为（犻，犼）点水平向

解包裹前后相位梯度差，犽狔犻，犼 为（犻，犼）点垂直向解包

裹前后相位梯度差，其它字母同（１）式定义，则

犽狓犻，犼 ＝ （Δφ
狓
犻，犼－Δψ

狓
犻，犼）／２π，

犽狔犻，犼 ＝ （Δφ
狔
犻，犼－Δψ

狔
犻，犼）／２π． （２）

而解包裹的目标就是使使犽狓犻，犼 和犽
狔
犻，犼 绝对值之和尽

量小，即使目标函数犓 最小：

犓 ＝∑
犻，
∑
犼

狑狓犻，犼 犽
狓
犻，犼 ＋∑

犻，
∑
犼

狑狔犻，犼 犽
狔
犻，犼 ，（３）

其中狑为权值，该目标函数揭示了该类基于网络流

的算法实质就是狆＝１的加权最小犔
狆 范数算法。

３．３　最小犔狆 范数方法

不依赖路径的全局算法。采用数值计算的方

法，计算量大，但是对误差点的控制很好。需要解出

解包裹相位的相邻像素相位差和包裹相位的相邻像

素相位差最小犔狆 范数意义上的解。也就是说，最小

犔狆 范数解必须使（１）式中犑取到极小值。

最小犔狆范数法实质是进行曲面拟合，因此问题

关键是如何选取范数，如果狆２，则解包裹曲面过

于平滑，与真实梯度面相差很大；如果狆＜２时，结

果与局部梯度较匹配，但权重的作用就变的很大。为

确保计算得到的梯度与包裹梯度保持一致，狆＝２

成为目前研究得最多的最小范数解包裹方法，即为

最小二乘算法，可将解包裹过程转化为泊松方程，再

用迭代方法求解。

（φ犻＋１，犼－２φ犻，犼＋φ犻－１，犼）＋

（φ犻，犼＋１－２φ犻，犼＋φ犻，犼－１）＝ρ犻，犼，
（４）

其中 ρ犻，犼 ＝ （Δ
狓
犻，犼－Δ

狓
犻－１，犼）＋（Δ

狔
犻，犼－Δ

狔
犻，犼－１）． （５）

４　实验分析

结合上述分析，本文应用七种经典算法对数字全

息实验结果进行了验证，对算法的运算效率和可靠性

等方面进行了分析研究。数字全息实验中采用离轴

菲 涅 耳 数 字 全 息 光 路，参 量 为：ＣＣＤ

１３１７ｐｉｘｅｌ×１０３５ｐｉｘｅｌ，相元尺寸６．８μｍ，照明光波

长６３２．８ｎｍ。实验物体为圆形玻璃罩顶部一小区域，

认为是纯相位型物体。各解包裹算法的运算耗费时

间如表１（计算机配置为ＣｏｒｅＳｏｌｏ１．８６ＧＨｚ，内存

１ＧＢ），实验所得全息图如图１，由图１再现出的包裹

相位图如图２，相位解包裹运算结果如图３。其中灰

度值表示相位信息。图３（ａ）为Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ分割线算

法，（ｂ）为品质图引导的路径积分算法，（ｃ）为掩模割

线算法；（ｄ）为最小不连续法；（ｅ）为非加权最小二乘

法；（ｆ）为加权最小二乘法；（ｇ）为最小犔狆 范数法；

（ｈ），（ｆ）为三维显示效果。

图１ 数字全息图

Ｆｉｇ．１ ｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｍ

图２ 包裹相位图

Ｆｉｇ．２ ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐ

表１ 相位解包裹算法耗费时间统计表

Ｔａｂｌｅ１ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｏｆｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｔｉｍｅ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
Ｔｉｍｅ／ｓ

２５６×２５６

Ｔｉｍｅ／ｓ

５１２×５１２
Ｔｙｐｅ

Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎｂｒａｎｃｈｃｕｔ １．５ ２ 犔０

Ｑｕａｌｉｔｙｇｕｉｄｅｄｐａｔｈｆｏｌｌｏｗｉｎｇ １．７ ６ 犔０

Ｍｕｓｋｃｕｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２１．８ ２８７ 犔０

Ｍｉｎｉｍｕｍｄｉｓｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ２．５ ８４ 犔１

Ｕｎｗｅｉｇｈｔｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ １．５ ２ 犔狆

Ｗｅｉｇｈｔｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ ２．５ ７ 犔狆

Ｍｉｎｉｍｕｍ犔狆ｎｏｒｍ ２０．１ ７７ 犔狆

５２３３
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图３ 相位解包裹结果

Ｆｉｇ．３ Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

　　由于所得全息图噪声较严重，所得相位图受噪

声污染较大。犔０ 范数方法，包括Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ分割线

算法、品质图引导的路径积分算法和掩模割线算法

所得的结果图，由于解包裹结果和积分路径关系密

切，导致误差信息沿积分路径传播的“拉线”现象，因

此在解包裹图像存在较大的斑块，严重影响了三维

信息的获取。虽然该类方法效率高，用时最短，但是

在现有实验条件下，不能获得正确的解包裹相位图。

最小不连续法归于基于网络流的犔１范数方法，

计算结果大体上看，和最小犔狆 范数法相当，所得相

位图平滑、连续性较好，但是在本实验中所得相位图

整体产生畸变。而且由于该算法的高复杂性，迭代次

数多，其耗时最多，无法满足准实时测量的需要。

最小犔狆 范数法，算法较复杂，进行了两层的多

次迭代，导致其耗时较多，但是运算结果曲面产生畸

变，和真实相位不符。而最小二乘法、加权最小二乘

法均得到了较好的全局解，并且其耗时较少，满足了

准实时测量的要求，是数字全息相位解包裹过程中

可取的方法。

５　 结 　　 论

在犔狆 范数框架下研究了二维相位解包裹算法

统一的数学模型，从理论上揭示出分割线算法、基于

品质图的路径积分算法、最小范数法和最小二乘算

法等经典二维相位解包裹算法及其衍生算法，实际

上可以在犔狆 范数框架下，表征为犔０ 范数、犔１ 范数、

犔狆 范数形式。分别运用七种经典算法对数字全息实

验得到的包裹相位图进行了二维相位解包裹，并对

各类方法的运算效率和运算结果进行了分析比较。

根据分析可知，在包裹相位图中噪声情况比较严重

的情况下，虽然犔０ 范数方法总体上计算效率最高，

但由于噪声点过多而不能得到正确的结果；犔１ 范数

方法能够获得较好的全局解，但还是有一定方向上

的畸变，并且该算法耗时最多；最小犔狆范数算法，耗

时较多，进行了两层的多次迭代，计算结果却有畸

变，而最小二乘法和加权最小二乘法，计算效率较

高，满足准实时测量的要求，并且得到比较理想的结

果，是数字全息显微中可取的相位解包裹算法。

下一步可通过引入一些外部数据进行相位解包

裹的精度评定，寻求有效的滤波方法，在不破坏包裹

相位图跳变线边缘的前提下进行有效的去噪声，以

得到更精确的数字全息三维重建结果。
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