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分数傅里叶分块算法全息图的编码与动态显示
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摘要　为了降低分数傅里叶全息图制作的复杂性，根据信号的分数傅里叶变换的定义式和菲涅耳衍射公式，通过

求解它们的点扩展函数（ＰＳＦ），推导出分数傅里叶变换与菲涅耳衍射公式的等价关系，从而把分数傅里叶变换转化

为菲涅耳衍射。采用人眼分辨率极限尺寸和数字微镜器件（ＤＭＤ）像素的尺寸分别对物体所在平面和全息图所在

平面进行抽样，运用分块算法生成分数傅里叶全息图，使计算复杂度降低为犗［犖２ｌｂ（犖２／犕２）］，提出了一种可行的

动态全息显示方法，最后通过ＤＭＤ全息显示系统对该算法生成的全息图进行实验验证。
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１　引　　言

全息显示技术因其特有的诸多优点而成为显示

领域的一个热点课题［１～１０］。１９９３年分数傅里叶变

换被引入光学领域，为光的传播、干涉、衍射以及信

息处理提供了一种新的思路与方法［１１～１３］，Ｌｏｈｍａｎｎ

为此提出两种光学实现模型［１３］，后人在用分数傅里

叶变换制作全息图以及用其进行光信息处理时所用

的方法皆以此为基础［１４，１５］。随着计算机科学与技

术的快速发展，用计算机制作全息图可避免复杂的

光路设计又可以节约成本，因此计算机生成全息图

已成为未来全息显示的一种必然。但是采用

Ｌｏｈｍａｎｎ模型制作分数傅里叶全息图相对较为复

杂，更为重要的是效果不太理想。通过求点扩展函

数（ＰＳＦ）推导出分数傅里叶变换与菲涅耳衍射的等

价关系，从而把分数傅里叶变换全息图的制作转化

为菲涅耳全息图的制作，并结合德州仪器公司生产

的空间光调制器（ＳＬＭ）进行编码。由于光全息术

所用的全息干板的分辨率大约为２０００ｌｐ／ｍｍ，即每
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线对的尺寸大约为０．５μｍ，而目前空间光调制器的

像素大小约为１０μｍ，可见现在的空间光调制器尚

不能满足全息显示的要求。因此如何运用已有的空

间光调制器结合目前的算法及其改进算法来生成全

息图以达到理想的显示效果十分必要。本文根据人

眼的分辨率极限尺寸和数字微镜器件（ＤＭＤ）的像

素尺寸分别对物面和全息面进行抽样并采用分

块［１６］算法来制成相应的全息图，在使用分块算法时

将坐标原点分别选在物平面与全息图平面的中心，

为了提高全息图的衍射效率，对物体和全息图作了

相应的二值化处理，最后通过数字微镜全息显示系

统对显示效果进行了实验验证。

２　分数傅里叶变换与菲涅耳衍射的等

价关系

对于 一 维 信 号 的 分 数 傅 里 叶 变 换，根 据

Ｌｏｈｍａｎｎ给出的表达式可写为

犉狆［狌（狓）］（狓狆）＝∫
∞

－∞

狌（狓）ｅｘｐｊ
π

λ狇

狓２

ｔａｎ（狆π／２）［｛ －

２狓狓狆
ｓｉｎ（狆π／２）

＋
狓２狆

ｔａｎ（狆π／２ ］｝） ｄ狓，（１）

式中狌（狓）为初始信号，犉狆 表示分数傅里叶变换，

犉狆［狌（狓）］（狓狆）表示信号狌（狓）的分数傅里叶变换后

的信号，狓表示原始信号的坐标，狓狆表示原始信号傅

里叶变换后的坐标，狆 为分数阶，狆 取值范围为

－２＜狆 ＜ ２，狇 为缩放因子，λ 为光的波长。令

狌（狓）＝δ（狓）可求出分数傅里叶变换中的点扩展函

数为

犺（狓）＝犉狆［δ（狓）］（狓狆）＝

∫
∞

－∞

δ（狓）ｅｘｐｊ
π

λ狇

狓２

ｔａｎ（狆π／２）
－

２狓狓狆
ｓｉｎ（狆π／２）［｛ ＋

狓２狆
ｔａｎ（狆π／２ ］｝） ｄ狓＝ｅｘｐｊ

π

λ狇

狓２狆
ｔａｎ（狆π／２［ ］），（２）

把它拓展到二维情形得到二维的ＰＳＦ为

犺（狓狆，狔狆）＝ｅｘｐｊ
π

λ狇

狓２狆＋狔
２
狆

ｔａｎ（狆π／２［ ］）， （３）

因此二维的分数傅里叶变换可写为

犉狆［狌（狓，狔）］（狓狆，狔狆）＝狌（狓，狔）犺（狓狆，狔狆），（４）

式中表示卷积运算。

对于旁轴近似下的菲涅耳衍射公式可写为

犝（狓，狔，狕）＝
ｅｘｐ（ｊ犽狕）

ｊλ狕 ∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犝０（狓０，狔０）×

ｅｘｐｊ
π

λ狕
（狓－狓０）

２
＋（狔－狔０）［ ］｛ ｝２

ｄ狓０ｄ狔０，（５）

式中犝０（狓０，狔０）为初始信号，犝（狓，狔，狕）表示初始信

号经菲涅耳衍射后的信号，狓０，狔０ 表示初始信号的

坐标，狓，狔，狕表示初始信号经菲涅耳衍射后的坐标，

λ表示信号的波长。令犝０（狓０，狔０）＝δ（狓０，狔０），则菲

涅耳衍射中的ＰＳＦ为

犺（狓，狔）＝
ｅｘｐ（ｊ犽狕）

ｊλ狕
ｅｘｐｊ

π

λ狕
（狓２＋狔

２［ ］）， （６）
故菲涅耳衍射公式可写为

犝（狓，狔，狕）＝犝０（狓０，狔０）犺（狓，狔）， （７）

由（３）式和（６）式可知，分数傅里叶变换的ＰＳＦ和菲

涅耳衍射的ＰＳＦ仅相差一个常数因子，故由（４）式

和（７）式可得分数傅里叶变换与菲涅耳衍射也仅相

差一个常数因子。这样分数傅里叶变换就可以用菲

涅耳衍射来计算。

３　抽样和分块算法

由于人眼的分辨率为０．１７５ｍｍ，即小于该距

离的两点人眼便不能把它们区分开来，而会把它们

视为一个点。在全息显示中为了做到既减少计算量

又不影响成像质量，有必要充分利用人眼的分辨率

极限对物波进行抽样从而减少抽样数使计算量减

少。在全息显示实验过程中使用的是德州仪器公司

生产ＤＭＤ，该器件是由８００×６００个，１６μｍ×１６μｍ

的铝制微镜组成，相邻两微镜间的间隔为１μｍ。因

此在采样时可以在物体所在的平面与全息图所在的

平面分别采用不同的采样间隔，即物面根据人眼的分

辨率极限进行采样，全息图所在的平面根据ＤＭＤ微

镜的尺寸大小进行采样。这样采样后就可以用一个

像素较少的物体采用分块算法在全息面生成一个像

素较大的全息图，从而减少了计算量。因为（５）式又

可写作

犝（狓，狔，狕）＝
ｅｘｐ（ｊ犽狕）

ｊλ狕
ｅｘｐｊ

π

λ狕
（狓２＋狔

２［ ］）·

∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犝０（狓０，狔０）ｅｘｐｊ
π

λ狕
（狓２０＋狔

２
０［ ］）×

ｅｘｐ －
２π

λ狕
（狓狓０＋狔狔０［ ］）ｄ狓０ｄ狔０，

故

犝（狓，狔，狕）＝
ｅｘｐ（ｊ犽狕）

ｊλ狕
ｅｘｐｊ

π

λ狕
（狓２＋狔

２［ ］）·

犉Ｆ 犝０（狓０，狔０）ｅｘｐｊ
π

λ狕
（狓２０＋狔

２
０［ ］｛ ｝） ，

（８）

（８）式计算的复杂度为犗（犖２ｌｂ犖２）。按照上述的采

００３３
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样方法，（８）式可表示为

犝（犿，狀）＝
ｅｘｐ（ｊ犽狕）

ｊλ狕
ｅｘｐｊ

π

λ狕
（犿Δ狓）

２
＋（狀Δ狔）［ ］｛ ｝２ ·

∑
犓

犽＝１
∑
犔

犾

犝０（犽，犾）ｅｘｐｊ
π

λ狕
（犽Δ狓０）

２
＋（犾Δ狔０）［ ］｛ ｝２

ｅｘｐ －
２π

λ狕
（犿Δ狓犽Δ狓０＋狀Δ狔犾Δ狔０［ ］）＝

犉犉 犝０（犽，犾）ｅｘｐｊ
π

λ狕
（犽Δ狓０）

２
＋（犾Δ狔０）［ ］｛ ｝｛ ｝２ ， （９）

式中Δ狓０ ＝Δ狔０ ＝０．１７５ｍｍ，Δ狓＝Δ狔＝１７μｍ，

犓＝犔。把物平面与全息图的坐标原点分别选在它们

所在平面的中心，将全息图分成犕个和原物体图像具

有相同采样点数的块，如图１所示。原物通过菲涅耳

衍射传播到全息面上犕个与其像素数相同的相应区

域。这样通过对原物的犕次菲涅耳衍射计算即可算出

物体传播到整个全息面的光场分布函数。设全息面被

分的块数犕 ＝１６，全息面上行与列的像素数均为

犖＝１０２４，则计算复杂度降低为犗［犖
２ｌｂ（犖２／犕２）］，

即计算的复杂度降为原来的６０％。按照上述算法取

一个２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的物体，采用分块算法将一

个１０２４ｐｉｘｅｌ×１０２４ｐｉｘｅｌ的 全 息 面 分 成 １６ 个

２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的方块，经计算生成全息图，并

通过ＤＭＤ全息显示系统进行实验验证。为了提高

全息图的衍射效率，在计算过程中采用了二值化技

术，图２是原始物体，图３是生成的全息图，图４是全

图１ 分块算法示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｉｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图２ 原始图像

Ｆｉｇ．２ Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ

息图经ＤＭＤ重构后所生成的图像。

图３ 全息图

Ｆｉｇ．３ Ｈｏｌｏｇｒａｍ

图４ 重现图像

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅ

４　动态显示

采用上述方法生成的全息图还不能进行动态显

示，为了使生成的全息图能够进行动态显示，从物体

的四周对其进行拍照，即把物体放于某圆盘中心转

动圆盘，每隔一定角度对物体拍照一次，拍完一周为

止，对于比较大的物体如建筑物等，可以以物体的中

心为中心，采取物体不动移动相机从周围对其拍摄，

因此这种方法既适合于尺度较小的物体也适合尺度

较大的物体。相邻两个拍摄位置与圆盘中心的夹角

可以根据需要取任意值，例如５°，１０°，２０°等，角度愈

小显示效果愈好，但是所要拍摄的图片就愈多，此处

取拍摄的角度间隔为１０°，这样为了显示一个物体，

需要得到该物体的３６幅原始图片，如图５所示。本
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文所用的原始图片来自于互联网的图片库。获得原

始图片后采用上述编码方法对从不同角度拍摄的

３６幅原始图像进行编码分别生成相应的全息图，如

图６所示。最后，用 Ｍａｔｌａｂ语言将这些全息图以一

定的帧率生成视频文件，然后输入计算机进行播放，

由于与计算机相连的ＤＭＤ全息显示系统能够和计

算机保持同步，故在参考光的照射下即可进行动态

显示。

图５ 以１０°的间隔绕汽车一周所拍的３６幅图像

Ｆｉｇ．５ ３６ｉｍａｇｅｓｗｅｒｅｔａｋｅｎａｒｏｕｎｄａｃａｒｗｉｔｈａ１０°ｉｎｔｅｒｖａｌｂｅｔｗｅｅｎａｎｙｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｉｍａｇｅｓ

图６ 由图５的３６幅图像所生成的相应的全息图

Ｆｉｇ．６ Ｈｏｌｏｇｒａｍｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｒｏｍｔｈｅ３６ｉｍａｇｅｓｏｆＦｉｇ．５

５　结　　论

通过求解点扩展函数来证明信号的分数傅里叶

变换与菲涅耳衍射的等价性。故信号的分数傅里叶

变换就可通过其菲涅耳衍射来描述，分数傅里叶全

息图可以通过菲涅耳衍射算法来制备。在抽样时对

物体和全息图分别采用不同的抽样方法，能够根据

实际情形减少抽样的点数。在全息图的制备方面通

过分块算法及二值化技术的运用，使全息图计算的
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复杂度降低为犗［（犖２ｌｂ（犖２／犕２）］，并达到了很好

的显示效果。
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