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双色激光脉冲谐波谱的截止频率分析
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摘要　采用ＣｒａｎｋＮｉｃｈｏｌｓｏｎ直接数值积分方法求解体系的含时薛定谔方程，数值计算了８ｆｓ的线偏振双色激光

脉冲与氢原子相互作用产生的高次谐波发射功率谱，双色激光脉冲由钛宝石基频激光及其二次谐波组成。相对相

位为零时，谐波谱出现了明显的双平台结构，且在第二平台尾部出现了连续辐射谱，通过过滤该连续辐射谐波，获

得了１１０ａｓ的孤立脉冲，验证了ＹｕＯｉｓｈｉ等的结果，特定相位条件下可以得到连续的谐波辐射谱。对此，采用半经

典的“三步”模型给出了合理解释，并利用小波时频分析方法证实“三步”模型可以准确预言双色激光脉冲谐波谱的

截止频率。
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１　引　　言

强激光与原子、分子、团簇以及固体等相互作

用，会发射出相干辐射波，辐射波的频率是入射激光

频率的整数倍，这种光波发射被称为高次谐波发射。

谐波发射功率谱的明显特征是在频域呈现出平台结

构，这种独特的结构，使得人们利用高次谐波可获得

相干的极紫外（ＸＵＶ）和Ｘ射线源
［１，２］；同时，也为阿

秒脉冲的产生提供了坚实的基础［３～５］。

谐波发射过程可由半经典的“三步”模型［６］解

释：处在束缚态的电子隧穿由原子势和激光电场形

成的势垒，电子电离后在振荡的电场中运动，当电场

反向时，部分电离电子回到母离子附近，与基态复
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合，并放出高能光子，且光子的能量为ｈ狑 ＝犐ｐ＋

犈ｋｉｎ，其中犐ｐ 是原子的电离势，犈ｋｉｎ 为电子与基态复

合时具有的动能。前人的研究结果表明，附加二倍

频激光可以改变电子在激光场中的动力学过程，即

“三步”模型中的“第二步”，导致谐波谱呈现出较复

杂的结构，其截止谐波不能像单色场情形用截止规

则预言［７～１０］。近期，人们从理论上和实验上还发

现，利用基频及其二倍频组成的长激光脉冲驱动原

子可以获得孤立阿秒脉冲［１１～１４］。数值研究结果表

明，尽管双色谐波谱的截止频率不能用一个简单的

公式表示，但通过“三步”模型计算电离电子在复合

时刻的动能随电离时刻变化曲线，可以很好地解释

谐波谱的结构，并能准确预言出截止频率。这为优

化双色激光脉冲谐波辐射提供了一个很好的窗口。

而且，在特定相对相位下，还观测到谐波谱平台尾部

出现了连续辐射谱，通过过滤该连续辐射谐波，获得

了孤立的阿秒脉冲，验证了文献［９］在实验中得到的

结论。若无特殊说明，本文均采用原子单位。

２　理论方法

在长度规范和电偶极近似下，强激光和单原子

相互作用的一维含时薛定谔方程为

ｉ


狋
Ψ（狓，狋）＝［－

１

２

２

狓
２＋犞（狓）＋狓犉（狋）］Ψ（狓，狋）．

（１）

　　对该方程的求解，采用ＣｒａｎｋＮｉｃｈｏｌｓｏｎ数值

积分方法［１５］。犞 为原子势函数，选用修正的软化库

仑势［１６］来描述

犞（狓）＝－
狇

狓２＋槡 犪
． （２）

取狇＝１，犪＝２，使得体系的基态能量为ε０＝－０．５。对

应氢原子的基态，犉（狋）为线偏振的双色激光脉冲。

犉（狋）＝犳（狋）［犈０ｓｉｎ（ω狋）＋犈１ｓｉｎ（２ω狋＋）］，（３）

式中ω＝０．０５７为入射基频激光场的中心频率，为

相对相位，为计算方便取为０。犳（狋）为激光脉冲的包

络，采用ｓｉｎ２ 的形式，脉冲持续时间约为８ｆｓ（半高

全宽）。基频的峰值场幅犈０ 均取为０．１，二倍频的峰

值场幅犈１ 取为０．０３。这样，凯耳什（Ｋｅｌｄｙｓｈ）参数

γ＝ 犐Ｐ／（２犝′ｐ槡 ）＝０．５６［犝′Ｐ＝犈
２
０／（４ω

２）＋犈
２
１／１６ω

２］为

双色激光场的有质动力能，表明原子的电离主要以

隧穿电离的方式进行［１７］。

实际计算时，空间边界取为±１２００，同时为避免

波包从边界上的非物理反射，加入了ｃｏｓ１
／８形式的

面具函数［１８］。通过数值求解（１）式可得体系在任意

时刻的含时波函数Ψ（狓，狋），然后对体系的加速度

偶极矩［１９］

犱Ａ（狋）＝
ｄ２

ｄ狋２
〈Ψ（狓，狋）犡 〉＝

－〈Ψ（狓，狋）
ｄ犞（狓）

ｄ狓
〉－犈（狋）， （４）

　　进行傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）变换可得加速度形式的

谐波发射功率谱

犘ａ（ω）＝狘
１

（狋ｆ－狋ｉ）ω
２∫

狋
ｆ

狋
ｉ

犪（狋）ｅｘｐ（－犻ω狋）ｄ狋狘
２，（５）

式中狋ｉ，狋ｆ为Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的初时刻和末时刻。再对

加速度偶极矩做相应的莫莱特（Ｍｏｒｌｅｔ）小波变换，

则可得某一次谐波的时间特性。即频率为ω的谐

波在时刻狋的发射功率幅值为

犱ω（狋）＝∫犱Ａ（）′狋ω狋，ω（）′狋 ｄ′狋， （６）

式中小波核为ω狋，ω（狋′）＝槡ω犠［ω（狋′－狋）］。对本文所

用的 Ｍｏｒｌｅｔ小波，其形式为

犠（狓）＝
１

槡τ
ｅｘｐ（ｉ狓）ｅｘｐ（－

狓２

２τ
２
）． （７）

该小波变换的窗口函数随着频率的变化而变化，但

窗口中的振荡数恒定。本文选择τ＝２０。

３　结果与分析

图１，图２分别给出了单色、双色激光脉冲与氢

图１ 基频激光脉冲谐波辐射功率谱

Ｆｉｇ．１ Ｈａｒｍｏｎｉｃｓｐｅｃｔｒｕｍｄｒｉｖｅｎｂｙｓｉｎｇｌｅ

ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｐｕｌｓｅ

原子相互作用的谐波发射功率谱。对于单色场谐波

谱，从图１可以观察到，谐波谱的截止位置为５１次，

这和犐Ｐ＋３．１７犝ｐ（犝ｐ＝犈
２
０／４ω

２ 为基频激光脉冲的

有质动力能，下文同）截止规则是一致的。但是，双

色激光脉冲谐波谱的截止频率不再符合上述截止规

则，从图２可以看到，谐波谱出现了清晰的双平台结

构，两个截止位置分别为４５和６１次，且第二平台尾

６５２３
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部出现了连续辐射谱。对上述单色、双色激光场谐

波谱结构和截止频率的差异，本文试图利用半经典

的“三步”模型及小波变换给出合理的解释。

图２ 双色激光脉冲谐波辐射功率谱

Ｆｉｇ．２ Ｈａｒｍｏｎｉｃｓｐｅｃｔｒｕｍｄｒｉｖｅｎｂｙｔｈｅｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｐｕｌｓｅ

由“三步”模型可以计算得到电子复合时刻动能

随电离时刻的变化关系。从图３（ａ）单色场情形的

复合动能曲线可看出，电子所具有的最大复合时刻

动能约为３．１７犝ｐ，当具有该动能的电离电子与基

态复合，则放出能量为犐ｐ＋３．１７犝ｐ 的光子，这和

图１谐波谱的截止频率是相一致的。对照图３（ｂ）单

色激光脉冲电场可观察到，由于电场的对称性，使得

脉冲中心两个连续的半个光学周期内电离的电子复

合动能曲线也呈现对称性，截止谐波光子则在相应

的两个电场峰值附近电离，如图４中的点线所示。

从图４（ａ）双色激光场的复合时刻动能曲线可注意

到，电子返回母离子附近所具有的最大动能约为

３．８４犝ｐ，当具有该动能的电离电子和基态复合，则

辐射出能量为犐ｐ＋３．８４犝ｐ 的谐波光子，这和图２

中６１次截止谐波相符合。对照图４（ｂ）双色激光脉

图３ （ａ）电子复合时刻动能随电离时刻的变化关系，

（ｂ）基频激光脉冲电场

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙｏｆｅｌｅｃｔｒｏｎ

ａｔｔｈｅ ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ

ｉｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ， （ｂ） ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｏｆ

　　　ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｐｕｌｓｅａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ

冲电场可观察到，由于电场的对称性破坏，使得脉冲

中心两个连续的半个光学周期内电离的电子复合动

能曲线不再对称，出现一个高峰一个低峰，所具有的

最大复合时刻动能分别为３．８４犝ｐ，２．６８犝ｐ，后者

与图２中第一平台谐波截止频率相对应。

图４ （ａ）电子复合时刻动能随电离时刻的变化关系；

（ｂ）双色激光脉冲电场；（ｃ）电离率

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙｏｆｅｌｅｃｔｒｏｎ

ａｔｔｈｅ ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ

ｉｏｎｉｚａｔｉｏｎｔｉｍｅ；（ｂ）ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄ ｏｆｔｈｅ

ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｐｕｌｓｅａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆｔｉｍｅ；（ｃ）

　　ｉｏｎｉｚａｔｉｏｎｒａｔｅｆｏｒｔｈｅｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｐｕｌｓｅ

由图４还可以进一步解释双脉冲谐波谱的双平

台结构及第一个截止频率。从图４（ａ）观测到，对第

二平台谐波有贡献的电离电子来自两个时域，第３，

４个光学周期的前半个周期，且随着谐波级次的增

加，对谐波发射有贡献的运动轨迹渐次减少，到

６１次谐波，只有一个轨迹对它起作用［图４（ｂ）中的

犚１轨迹］，与此相应的谐波变得越来越连续且转化

效率不断递减，这和图２中谐波谱第二平台形状相

吻合；对于第一平台谐波而言，则有更多的运动轨迹

对它们起作用（多轨迹的干涉导致第一平台谐波的

不规则，这可从图２中明显观察到），而且随着谐波

次数的增加，对谐波辐射起作用的轨迹也逐次减少，

到４５次谐波，则只有５个轨迹对它有贡献［图４（ｂ）

中的犚２～犚６轨迹］，即除３３．５，４４．５两个时域的

４个轨迹（两个长轨迹犚２，犚６和两个短轨迹犚３，

犚５）对它有贡献外，还有在３．８３个光学周期电离的

电子对它起作用（犚４轨迹，相应的复合时刻动能为

２．６８犝ｐ），这也是该次谐波为第一平台截止频率的

一个原因。对照图４（ｂ）的双脉冲激光电场还可观

察到，对第二平台尾部谐波起作用的电子都不是在

每个光学周期的峰值处电离，而对第一平台尾部谐

波起作用的电子有不少是在每个光学周期的峰值处

电离。例如，６１次谐波是在３．２６个光学周期产生，

７５２３
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该时刻电场幅值约为０．０８６，而４５次谐波的一个主

要轨迹犚４源于３．８３个光学周期，该时刻对应的电

场幅值约为－０．１１３。由 ＡＤＫＡｍｍｏＳｏｖＤｅｌｏｒｅ

Ｋｒａｉａｏｖ理论可知
［２０］，在隧穿电离机制下，电离速率

为ｅｘｐ［－犆／犈（狋）］，显然电子在３．８３时刻的电

离速率要比３．２６时刻的电离速率大一些，如图４（ｃ）

所示，这也是４５次谐波为第一平台截止频率的另一

个原因。正是上述因素导致了双脉冲谐波谱的双平

台结构。由上可知，利用“三步”模型是可以解释双

色激光脉冲谐波谱的双平台结构及相应的截止

位置。

为进一步验证上述结论的正确性，利用小波时

频分析方法给出了双色激光脉冲谐波辐射小波时间

频率谱，如图５所示。从图中可观察到，脉冲中心连

续的两个半光学周期内出现了高低峰现象，且高峰

的效率低而低峰的效率较高，这与上文用“三步”模

型分析得到的结果相一致，也和图２中谐波双平台

结构对应。图６给出了双脉冲谐波谱截止频率时域

包络。从图中注意到，６１次谐波的复合时刻约为

３．９７个光学周期。对于任意谐波的复合时刻，利用

“三步”模型同样可以计算得到，如图７所示。从图

图５ 双色激光脉冲谐波辐射小波时频谱

Ｆｉｇ．５ Ｔｈｅｔｉｍｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｆｒｏｍｔｈｅ

ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｐｕｌｓｅ

图６ 双色激光脉冲谐波谱６１次谐波的时域包络

Ｆｉｇ．６ Ｔｈｅｔｉｍｅｐｒｏｆｉｌｅｓｆｏｒｔｈｅ６１
ｓｔｈａｒｍｏｎｉｃｆｒｏｍ

ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｐｕｌｓｅ

中可观察到，用“三步”模型算出的６１次谐波复合时

刻也是３．９７个光学周期。前者是在数值求解含时

薛定谔方程的基础上得到，而后者是通过半经典的

模型计算获得，二者的完全重合，再一次证实利用

“三步”模型可以预言双脉冲谐波谱的截止频率。

图７ 双色激光脉冲情形下电子的复合时刻（实线）及复

合时刻动能（虚线）随电离时刻的变化关系

Ｆｉｇ．７ Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙｏｆｅｌｅｃｔｒｏｎａｓａ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｏｎｉｚａｔｉｏｎｔｉｍｅｓ（ｓｏｌｉｄ）ａｎｄｔｉｍｅｓ

　　　ｏｆｔｈｅｅｌｅｃｔｒｏｎｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ（ｄｏｔ）

同时，以π／８为步长计算了其它相对相位下的

双脉冲谐波谱。数值结果表明，在５π／８到７π／８相

位下谐波谱存在单一的平台，但截止位置相对于单

色场情形得到展宽，其它相位下均出现了双平台结

构。对不同相位下的谐波谱，利用复合时刻动能随

电离时刻变化关系都可以很好地解释谐波谱结构及

相应截止频率。通过数值实验还发现，在０到π／２

以及π相位下，双脉冲谐波谱平台尾部均出现了连

续辐射谱，这说明在双色激光脉冲情形下是可以在

图８ 相对相位为零时，叠加５３～７１次谐波获得的单一

阿秒脉冲

Ｆｉｇ．８ Ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ ａｔｔｏｓｅｃｏｎｄ ｐｕｌｓｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｂｙ

ｓｕｐｅｒｉｍｐｏｓｉｎｇｈａｒｍｏｎｉｃｓｆｒｏｍｔｈｅ５３
ｔｈｔｏ７１ｓｔａｔ

　　　　　　ｚｅｒｏｒｅｌａｔｉｖｅｐｈａｓｅ

较宽的相位区间获得孤立阿秒脉冲。从图２可以看

出，相对相位为零时，第二平台尾部出现了明显的连

续辐射谱。通过过滤５３到７１次谐波，产生了脉宽

８５２３
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为１１０ａｓ的孤立脉冲，如图８所示。

４　结　　论

本文数值计算了８ｆｓ的双色激光脉冲和氢原子

相互作用产生的谐波发射功率谱。结果表明，由于

二倍频激光的加入，电离电子在基频激光场下的动

力学过程发生了变化，导致复合时刻动能明显与单

色场情形不同，使得相对相位为０的谐波谱呈现出

清晰的双平台结构。对此，采用半经典的“三步”模

型给出了合理解释，并利用小波时频分析方法证实

“三步”模型确实可以准确预言双色激光脉冲谐波谱

的截止位置。另外，若合理地选择双色激光脉冲的

相对相位，通过过滤连续辐射谱可获得孤立的阿秒

脉冲。
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