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基于几何代数的彩色光流场计算

李茂宽　关　键
（海军航空工程学院，山东 烟台２６４００１）

摘要　提出了一种新的基于几何代数的彩色光流场计算方法，从新的角度出发讨论了运用几何代数的概念来解决

彩色图像序列的可行性和简便性。在几何代数域内对彩色图像序列用多重矢量表示，证明了彩色光流场分析时进

行约束条件时的测量问题，通过多重矢量而非多通道的图像处理方法来表示图像连续特性，从而扩大了测量范围；

然后依据物体色彩在运动过程中保持不变的原理，在几何代数域内推导了彩色图像序列的光流约束方程及其解

法。结果表明，该算法能够显著提高各种情况下的彩色光流场计算能力。
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１　引　　言

图像序列中的运动目标检测是图像处理技术的

一个要组成部分，它是计算机视觉、模式识别、图像

编码和安全监控等研究领域中的重点和难点［１，２］。

在图像序列处理中，光流的计算是最基本问题之一，

光流表达了图像的变化，它包含了目标运动的信息，

可用来确定观察者对目标的运动情况。

现有的大多数光流场计算方法是针对灰度图像

序列的，近年来，由于数字彩色图像成像设备的日益

普及，人们常常得到物体和场景的彩色图像序列，随

着人们对彩色图像形成机理研究的进一步深入，提

出了彩色图像光流场的计算问题［３，４］。彩色图像光

流场计算是光流场计算技术从灰度图像到彩色图像

的推广，与灰度图像相比，彩色图像能提供更丰富的

光学信息，因而可以使光流场计算的不适定问题转

换成适定问题。Ｏｈｔａ
［５］最早提出了基于色彩灰度

不变的计算模型，把彩色图像看作是ＲＧＢ３个独立

图像通道的混合，分别用ＲＧＢ颜色模型来计算图像
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每一点处的光流场。得到一个方程组，该方法在方

程系数线性相关时，或者在图像平坦区域梯度为零

处，计算误差很大。

目前比较经典的算法，是由以色列女科学家Ｐ．

Ｇｏｌｌａｎｄ
［６］提出的一种基于梯度的算法，从光照模

型推导可知，存在一个物体色彩特征不变量，在物体

运动时保持不变，与场景的几何形状及光照属性无

关。Ｐ．Ｇｏｌｌａｎｄ用两种颜色模型ＲＧＢ和 ＨＳＶ分别

进行计算，任取ＲＧＢ颜色模型的两个通道或 ＨＳＶ

颜色模型的犎 分量与犛分量。该方法中，方程系数

矩阵条件数越大，稳定性越差，所以计算结果也会有

误差。

本文结合 ＨＳＶ颜色空间，利用色彩不变性原

理，在几何代数域内对彩色图像序列进行建模表示，

并且推导了几何代数于内光流约束方程及其解法。

实验证明，该方法能够有效地计算彩色图像序列的

光流场。

２　几何代数域内彩色图像序列表示

要表示一幅彩色图像，首先要选好合适的彩色

空间，表达颜色的彩色空间有许多种，它们通常是根

据不同的应用目的而提出的。彩色图像常用犚，犌，

犅三分量的值来表示，但是犚，犌，犅三分量之间常有

很高的相关性，直接利用这些分量常常不能得到所

需的效果。为了降低彩色特征空间中各个特征分量

之间的相关性，以及为了使所选的特征空间更方便

于彩色图像分析的具体应用，实际上常需要将ＲＧＢ

图像变换到其它的彩色特征空间中去。在本文中，

采用了 ＨＳＶ空间，从心理学的角度来看，颜色有三

个要素：色调、饱和度和亮度，ＨＳＶ颜色模型就是基

于人眼对颜色的心理感受这一因索而转换成的，因

此比较符合人的视觉感受；其次，ＨＳＶ颜色空间的

３个分量相关性比较小，改变任一分量对其余分量

影响很小，可以对 ＨＳＶ各个分量采用独立的方法

进行处理。

几何代数（Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数），它将矢量、四元数、

张量等都统一到同一个代数框架内，广泛用于描述

相对论力学、弹性动力学、机器人学、计算机视觉等

诸多领域［７～１０］，甚至已有人致力于将几何代数作为

物理学和工程领域统一的数学语言［１１～１３］。

设有任意矢量犪和犫，它们的几何积定义为

犪犫＝犪·犫＋犪∧犫， （１）

其中犪·犫表示为犪和犫的内积，犪∧犫表示为犪和犫

的外积，是犪和犫所在平面上的一个有向面积，称为

二重矢量。两个矢量的几何积表示为一个标量和一

个二重矢量之和，这种形式的量称为多重矢量，所以

几何代数又称为多重矢量运算［１４］。几何代数构建了

一个分级线性空间，在狀维空间中，Ｃｌｉｆｆｏｒｄ几何空

间犌狀 的正交基底为

犪，（犲犻），（犲犻∧犲犼），（犲犻∧犲犼∧犲犽［ ），…，

（犲１ ∧犲２ ∧Λ∧犲狀 ］），

其中犻，犼，犽∈ ［犻，狀］，犻≠犼≠犽。

几何代数犌狀中的元素通常表示为多重矢量。例

如犌２ 中任一多重矢量可以表示为由标量、矢量、二

重矢量多部分组成，可以用等级（ｇｒａｄｅ）表示对象中

独立矢量的数目，规定标量的等级为０，犌２中多重矢

量的最高等级为２，因此，对于多重矢量犕，可以按

照等级进行分解表示

犕 ＝ 〈犕〉＋〈犕〉１＋〈犕〉２， （２）

式中〈·〉犻 表示取等级为犻的部分，〈·〉０ 简写为

〈·〉，（２）式通常写成以下形式：

犕 ＝犪＋犅＋β犐，

式中犪表示为标量，犅表示为矢量，β犐为二重矢量。

几何代数中，多重矢量的模的平方表示为

‖犕‖
２
＝ 〈犕珮犕〉， （３）

珮犕 表示多重矢量犕 的逆序，犌２ 中多重矢量犕 的逆

序为

珮犕 ＝ 〈犕〉＋〈犕〉１－〈犕〉２． （４）

将转化为ＨＳＶ格式的彩色图像用嵌入到犌２ 代数

空间，则几何代数内彩色图像表示为

犉（狓，狔）＝犞＋犎犲１＋犛犲２＋β犐， （５）

式中〈犉〉表示为标量犞，〈犉〉１为矢量犎犲１＋犛犲２，β为

零，犲１，犲２ 分别是为沿犡，犢 方向的单位矢量。

对于彩色图像序列，定义Ω犚
２表示为图像平

面，则彩色图像序列可以表示为

犉∶Ω× ０，［ ］犜 →犌２，

即彩色图像序列

犉（狓犲１，狔犲２，狋犲３）＝犞（狓，狔，狋）＋犎（狓，狔，狋）犲１＋

犛（狓，狔，狋）犲２， （６）

表示为一个多重矢量彩色图像序列，是关于时间狋

和矢量狓犲１＋狔犲２ 的多重矢量。

３　几何代数域内彩色光流场计算

光流场的计算最初是由美国学者Ｂ．Ｈｏｒｎ和

Ｂ．Ｓｃｈｕｎｃｋ提出的
［１５］。在相邻图像之间的间隔时

间很小，其图像中灰度变化也很小的前提下，推导了

几何代数域内彩色图像光流场计算的基本等式。假

设运动图像序列色彩保持不变，即

８３８２
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犉［（狓＋狌Δ狋）犲１＋（狔＋狏Δ狋）犲２＋（狋＋Δ狋）犲３］＝

犉（狓犲１＋狔犲２＋狋犲３）， （７）

由于序列是以矢量为变量的多重矢量函数，根据几

何代数微积分定义，令变量犡为

犡＝狓犲１＋狔犲２＋狋犲３．

根据几何代数中的泰勒展开定义［１６］，则（７）式右边

可以展开为

犉（犡＋犝３Δ狋）＝犉（犡）＋犝３·３犉（犡）＋

１

２
（犝３·３）

２犉（犡）＋…，（８）

对（８）式约掉相同项和忽略最小项，得到几何代数域

内光流约束方程为

犝３·３犉（犡）＝０， （９）

其中

３ ＝


狓
，
狔
，
［ ］狋

Ｔ

，表示时空梯度，

 ＝


狓
，
［ ］狔

Ｔ

，表示空间梯度，

犝３ ＝ 狌，狏，［ ］１ Ｔ，表示时空速度，

犝 ＝［狌，狏］
Ｔ，表示光流场；

犝３·!３表示几何代数中的内积运算，也表示方向梯

度，狌，狏是犝 在狓，狔方向的分量。

利用Ｂ．Ｈｏｒｎ和Ｂ．Ｓｃｈｕｎｃｋ的思想求解光流场，

即运动场既满足光流约束方程，又满足全局平滑。首

先将彩色图像用多重矢量表示犐＝犞＋犎犲１＋犛犲２，并

建立光流能量函数

犔＝∫
Ω
∫（α‖犝·＋狋）犐‖

２
＋‖犝‖

２）ｄ狓ｄ狔 ，

（１０）

其中Ω代表连续图像的区域范围；ｄ狓ｄ狔＝犲１犲２狘ｄ狓∧

ｄ狔狘；其中能量函数的第一项是相似项，它使光流误差

最小，第二项为平滑项，是光流速度场平滑性的测度；

α为控制参数，控制相似项与光滑项之间的平衡。根

据（３）式中多重矢量模的定义，（１０）式中的相似项可

以化简为

α‖（犝·＋狋）犐‖
２
＝α〈［犝·＋狋）犐］

［犝·＋狋）珘犐］〉＝α〈［犝·＋狋）犐］〉＝

α［（犝·＋狋）犎］
２
＋α［（犝·＋狋）犛］

２
＋

α［犝·＋狋）犞］
２， （１１）

（１０）式中的平滑项可以化简为

‖犝‖
２
＝〈（ ）犝 犝（ ） 〉＝狌

２
狓＋狌

２
狔＋

狏２狓＋狏
２
狔＋２狌狓狏狔－２狏狓狌狔 （１２）

根据（１０～１２）式，光流误差能量函数最终可以表示为

犔＝∫
Ω
∫α （犝·＋狋）［ ］犎 ２

＋ （犝·＋狋）［ ］犛 ２
＋ （犝·＋狋）［ ］犞｛ ｝２｛ ＋

（狌２狓＋狌
２
狔＋狏

２
狓＋狏

２
狔＋２狌狓狏狔－２狏狓狌狔 ｝）ｄ狓ｄ狔． （１３）

对于形如下式的积分最小化求解问题

ｍｉｎ∫
Ω
∫犔（狌，狏，狌狓，狌狔，狏狓，狏狔）ｄ狓ｄ［ ］狔 ， （１４）

其解可以通过欧拉 拉格朗日微分（１５）式求解

犔狌－
犉狌狓
狓

－
犉狌

狔

狔
＝０，

犔狏－
犉狏狓
狓

－
犉狏

狔

狔
＝０

烅

烄

烆
．

（１５）

所以，（１３）式相应的欧拉 拉格朗日方程为

α（狌犎狓＋狏犎狔＋犎狋）犎狓＋α（狌犛狓＋狏犛狔＋犛狋）犛狓＋α（狌犞狓＋狏犞狔＋犞狋）犞狓 ＝狌狓狓＋２狏狓狔＋狌狔狔－２狏狓狔 ＝Δ狌，

α（狌犎狓＋狏犎狔＋犎狋）犎狔＋α（狌犛狓＋狏犛狔＋犛狋）犛狔＋α（狌犞狓＋狏犞狔＋犞狋）犞狔 ＝狏狓狓＋２狌狓狔＋狏狔狔－２狌狓狔 ＝Δ狏
烅
烄

烆 ．

（１６）

对于（１６）式的数值解，可以对拉普拉斯算子进行如下的近似

Δ狌≈ －狌－狌，Δ狏≈ －狏－狏，

其中 －狌 表示狌的四邻域平均值。那么该线性方程组最终可用ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代法求解
［１９］，迭代公式为

狌
（犻＋１）
＝－狌

（犻）
－α［（狌

（犻）犎狓＋狏
（犻）犎狔＋犎狋）犎狓＋（狌

（犻）犛狓＋狏
（犻）犛狔＋犛狋）犛狓＋（狌

（犻）犞狓＋狏
（犻）犞狔＋犞狋）犞狓］

狏
（犻＋１）
＝－狏

（犻）
－α［（狌

（犻＋１）犎狓＋狏
（犻）犎狔＋犎狋）犎狔＋（狌

（犻＋１）犛狓＋狏
（犻）犛狔＋犛狋）犛狔＋（狌

（犻＋１）犞狓＋狏
（犻）犞狔＋犞狋）犞狔

烅
烄

烆 ］
，

（１７）

９３８２
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　　以上就是利用几何代数求解彩色光流场的推导过

程，彩色光流场的求解过程可总结为以下几个步骤：

１）将彩色图像转换为 ＨＳＶ格式，并用多重矢

量表示，利用差分法求每一分量的梯度，和时间差

分，并且设置控制因子α；初始化狌
０，狏０均为零矩阵。

２）用 ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代法求解光流场，根据

（１７）式，对每一个像素计算狌
（犻），狏

（犻）。

令犻为迭代次数，对每一个像素，计算狌
（犻），狏

（犻）：

狌
（犻），狏

（犻），－狌
（犻）
→狌

（犻＋１），　ｍａｓｋ狌
（犻＋１）

→ －狌
（犻＋１）

狌
（犻＋１），狏

（犻），－狌
（犻）
→狌

（犻＋１），　ｍａｓｋ狏
（犻＋１）

→ －狏
（犻＋１），

式中ｍａｓｋ为四邻域平均模板，表示卷积操作，犻

为迭代次数

３）满足迭代条件，则停止，否则返回２）。

４　试验结果

为了验证本文所提出的光流场模型的效果，在

Ｃｅｌｅｒｏｎ（Ｒ）ＭＣＰＵ４４０１．８６ＧＨＺ，１Ｇ内存平台

下的 Ｍａｔｌａｂ环境中，选用了３组彩色图像序列进行

光流场计算实验，合成序列（１）是背景不变而目标运

动的情况，大小为２００ｐｉｘｅｌ×２００ｐｉｘｅｌ；合成序列

（２）是 目 标 与 摄 像 机 均 移 动 的 情 况，大 小 为

３００ｐｉｘｅｌ×４００ｐｉｘｅｌ；以及自然图像序列（３），大小

为２４０ｐｉｘｅｌ×３５２ｐｉｘｅｌ。当迭代满足

犝狀－犝狀－１ ∞ ＜０．０１，

则终止迭代。以下是３组彩色图像序列的验证结果。

　　实验主要验证算法的正确性。实验中基于

Ｏｈｔａ与Ｐ．Ｇｏｌｌａｎｄ的方法均失效，因这两种传统的

彩色光流场计算算法，均会涉及到解方程组，两种方

法的方程组有一个共同点：方程组系数线性相关时，

误差很大；在图像平坦区域梯度为零处，方程组失效，

同样也会引起误差。所用合成彩色图像序列１和２

中存在大面积的像素相同区域，在这些区域内图像梯

度为零，所以会引起很大的计算误差。利用本文算法

迭代次数为４次，时间不足１ｓ，算法所测光流场幅度

如图１，２所示，能有效提取运动区域的光流场。图３

是针对自然序列所做的验证，由于自然序列中含有噪

声的同时，还存在较多像素值接近的平坦区域，梯度

运算又会加剧噪声对这两个方程组的求解，使方程组

系数矩阵为病态矩阵，最终使两种经典算法失效，而

本文提出的算法能快速有效地提取运动区域。

图１ （ａ）实验数据１和（ｂ）光流场幅度图

Ｆｉｇ．１ Ｉｍａｇｅｓｅｑｕｅｎｃｅｄａｔａ１（ａ）ｏｐｔｉｃａｌ

ｆｌｏｗａｍｐｌｉｔｕｄｅ（ｂ）

图２ （ａ）实验数据２和（ｂ）光流场幅度图

Ｆｉｇ．２ Ｉｍａｇｅｓｅｑｕｅｎｃｅｄａｔａ２（ａ）ｏｐｔｉｃａｌｆｌｏｗａｍｐｌｉｔｕｄｅ（ｂ）

图３ （ａ）实验数据３和（ｂ）光流场幅度图

Ｆｉｇ．３ Ｉｍａｇｅｓｅｑｕｅｎｃｅｄａｔａ３（ａ）ｏｐｔｉｃａｌｆｌｏｗａｍｐｌｉｔｕｄｅ（ｂ）

０４８２
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５　结　　论

彩色图像序列的光流场计算在机器视觉研究领

域具有十分重要的意义。本文将几何代数理论引入

到彩色光流场的计算之中，运用几何代数理论，对彩

色图像序列进行建模，并且推导了几何代数域中的

光流约束方程及其求解方法。实验结果表明，本文

所提出的算法模型能够有效求取彩色图像序列的光

流场，相对于经典的彩色光流计算过程中的求解线

性方程组，可以避免因图像平坦区域及其噪声等对

计算带来的影响，是一种快速有效的运动目标检测

方法，具有广阔的应用前景。
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