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三次相位板波前编码系统彩色图像恢复
的迭代算法
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摘要　采用三次相位板进行景深延拓的波前编码系统得到非对称的点扩展函数。为了获得最终清晰的彩色图像，

研究了一种基于广义极小残差法（ＧＭＲＥＳ）的迭代算法，结合Ｔｉｋｈｏｎｏｖ规整化方法，并利用多通道处理过程对中

间图像进行去卷积恢复。为了消除恢复图像边界的振铃效应，推导了新的光学成像过程数学模型，该模型采用反

镜像边界条件并利用直积近似对卷积核进行处理。模拟数据的分析表明，采用多通道处理过程对彩色图片进行恢

复时，新的算法在给出精确的反卷积结果的同时能有效地抑制噪声的放大；实验结果显示，较之经典的维纳滤波恢

复结果，新算法能够更好的消除边界的振铃和图像边缘的振动波纹。
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１　引　　言

波前编码是一种利用三次相位板进行景深延拓

的新成像技术［１～４］。光学系统在ＣＣＤ上记录离焦

不敏感的中间图像，利用数字图像处理技术对中间

图像进行恢复处理，得到较大景深范围内清晰的输

出图像。

图像恢复是在已知输出图像和成像系统点扩展

函数的情况下，求解原始图像的过程。这是一个典
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型的反问题，由于系数矩阵的病态性，方程解的数据

不是连续的依赖于观测数据，反卷积过程会伴随着

噪声放大。Ｔｉｋｈｏｎｏｖ规整化
［５，６］利用优化的规整

化参数增加一个规整项，使求解过程中的噪声放大

得到有效的抑制，最终得到可靠稳定的解。

点扩展函数已知时，图像恢复常用的算法是维

纳滤波，该算法是一种频域快速恢复算法，但由于采

用周期边界条件，导致边界的连续性截断，恢复图像

存在很明显的振铃效应；另一种算法是截断奇异值

分解法［７］该算法是一种空域直接恢复算法，通过去

掉较大的奇异值来抑制噪声的放大，但这档会造成

图像的信息丢失。点扩散数函数不能得到时，要用

到盲反卷积恢复［８］，该技术对天文，水下等领域的成

像有重要意义。

本文基于广义极小残差法（ＧＭＲＥＳ），并结合

规整化，提出一种点扩展函数已知的空域迭代恢复

算法。这种算法利用多通道处理过程进行彩色图像

恢复，对于大尺度非对称病态方程可以给出稳定的

平滑解。

２　成像过程数学模型

２．１　边界处理

对于离散化的数学成像模型，需要对点扩展函

数进行处理以符合实际的卷积情况。通常这种处理

将使得犎 形成一个块结构。利用反镜像边界条件

构造 出 的 犎 为 ｂｌｏｃｋ ＴｏｅｐｌｉｔｚｐｌｕｓＨａｎｋｅｌｐｌｕｓ

Ｒａｎｋ２ｗｉｔｈＴｏｅｐｌｉｔｚｐｌｕｓＨａｎｋｅｌｐｌｕｓＲａｎｋ２ｂｌｏｃｋ

（ＢＴＨＲ２ＴＨＲ２Ｂ）结构
［９，１０］。这个结构保持了边界

犆１ 连续性，能够有效消除由于边界的连续性截断而

引起的振铃效应和图像边缘的振动波纹。

２．２　卷积核的直积近似

假定犃 ∈犆
犿×狀，犅 ∈犆

狆×狇 为两个矩阵，并且

（犃）犻犼 ＝犪犻犼，那么直积犇＝犃犅∈犆
犿狆×狀狇可以定义为

犇＝犃犅＝

犪１１犅 犪１２犅 … 犪１狀犅

犪２１犅 犪２２犅 … 犪２狀犅

  

犪犿１犅 犪犿２犅 … 犪犿狀

烄

烆

烌

烎犅

．（１）

　　直积具有下面的性质：犃１犡犃
Ｔ
２ ＝犅（犃２ 

犃１）ｖｅｃ犡＝ｖｅｃ犅．利用该性质，很容易得到

犃１犡犃
Ｔ
２ ＝犅犃狓＝犫， （２）

其中犃１犃２＝犃∈犚
犿狀×犿狀，狓，犫∈犚

犿狀，ｖｅｃ犡是通过

将矩阵 犡 的各行堆放成一个向量狓 而形成的

（ｖｅｃ犡＝狓）．

光学成像是物和光学成像系统点扩展函数卷积

的过程，离散化方程通常可以表示为

犵＝犎狓＋狀， （３）

其中犵，狓和狀分别代表系统输出图、原始图像和附

加噪声。犎表示系统的点扩展函数。

利用（２）式，离散化的成像模型可以表示成矩

阵相乘形式，如

犌＝犎１犡犎
Ｔ
２＋犖， （４）

其中犌为系统输出图像矩阵，犡为原始图像矩阵，犖

为附加噪声矩阵，犎１ 和 犎２ 代表点扩展函数矩阵

（犎１ 犎
Ｔ
２ ＝犎）

［１１，１２］。

３　图像恢复算法

对于非对称线性方程，广义极小残差法能够给

出稳定的平滑解。为了将其应用于的新的成像模糊

模型，本节给出了经过修正的新算法。

３．１　阿诺尔迪修正算法

广义极小残差法［１３，１４］是一种基于克雷洛夫子

空间的算法，阿诺尔迪算法是一种常用的构造正交

基 （犞１，犞２，…，犞犽）的方法。对于新成像模糊模型，

修正后的阿诺尔迪算法表述为

步骤１：选取矩阵犞１ 并且使得 ‖犞１‖Ｆ ＝１

步骤２：当犼＝１，且犼＜犽时执行外部循环

珚犞＝犎１犞犼犎
Ｔ
２，

当犻＝１，且犻＜犼时执行内部循环

犺犻，犼 ＝ｔｒａｃｅ犞
Ｔ
犻
珚犞，

珚犞＝珚犞－犺犻，犼犞犻，

　　犻增加１

　　内部循环结束

犺犼＋１，犼 ＝ ‖珚犞‖Ｆ，

犞犼＋１ ＝珚犞／犺犼＋１，犼，

　　犼增加１

　　外部循环结束

ｔｒａｃｅ犡代表矩阵犡 对角元素求和。

这个算法构造了正交基矩阵珟犞犽 ＝ （犞１，犞２，…，

犞犽）和上三角海森伯矩阵

珦犎犽 ＝

犺１１ 犺１２ … … 犺１犽

犺２１ 犺２２ … … 犺２犽

０ 

   

０ … ０ 犺犽，犽－１ 犺

熿

燀

燄

燅犽犽

． （５）

３．２　广义极小残差法

为了解方程犌＝犎１犡犎
Ｔ
２，广义极小残差法采

用如下步骤：

９３７２
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步骤１：选取初始值犡０ 和容差ε，计算犚０ ＝犌－

犎１犡０犎
Ｔ
２，犞１ ＝犚０／‖犚０‖Ｆ，设定犖ｉｔｅｒ＝０。

步骤２：利用算法１构造正交基矩阵 （犞１，犞２，…，

犞犽）和矩阵珦犎犽 ．

步骤３：解最小二乘问题ｍｉｎ
狔∈犚

犽
‖‖犚０‖Ｆ犲

（犽＋１）
１ －珦犎犽狔２

求得狔犽。

步骤４：计算犡犽 ＝犡０＋珟犞犽狔犽。

步骤５：计算犚犽 ＝犌－犎１犡犽犎
Ｔ
２ 。

步骤６：ｉｆ‖犚犽‖Ｆ ＜ε，ｓｔｏｐ；ｅｌｓｅ犡０ ＝犡犽，犚０ ＝

犚犽，犖ｉｔｅｒ的值增加１；转步骤２。

其中犲
（犽＋１）
１ 是一个犚犽＋１矢量［犲１ ＝ （１，０，…，０）

Ｔ］。

３．３　病态问题的规整化方法

由于反问题求解的病态性，规整化方法通常被

用来抑制求解过程所带来的噪声的放大，从而使解

变得稳定。采用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ规整化方法对广义极小

残差法进行修正，使他适用于图像恢复。

这里把算法２中步骤３求解最小二乘问题转化

为下面的规整化方程

ｍｉｎ
狔∈犚

犽

（‖‖犚０‖Ｆ犲
（犽＋１）
１ －珟犎犽狔‖

２
２＋λ

２
‖狔‖

２
２）， （６）

其中规整化参数λ通过广义交叉验证法（ＧＣＶ）得

到，λ是使下面函数取得最小的优化值
［１５］：

犌＝
‖犃狓－犫‖

２
２

［ｔｒａｃｅ（犐犿 －犃犃
Ｔ）］２

， （７）

其中犃＝珦犎犽珦犎
Ｔ
犽 ＋λ

２犐犽，犫＝ ‖犚０‖Ｆ犲
（犽＋１）
１

３．４　广义极小残差法图像恢复修正算法

结合了Ｔｉｋｈｏｎｏｖ规整化后，适用于图像恢复

的广义极小残差法表述为

步骤１：选取初始值犡０ 和容差ε，计算犚０ ＝犌－

犎１犡０犎
Ｔ
２，犞１ ＝犚０／‖犚０‖Ｆ，设定犖ｉｔｅｒ＝０；

步骤２：利用算法１计算正交基矩阵 （犞１，犞２，…，

犞犽）和矩阵珦犎犽；

步骤３：使用广义交叉验证法求得规整化参数λ；

步骤 ４：解 规 整 化 问 题 ｍｉｎ
狔∈犚

犽

（‖‖犚０‖Ｆ犲
（犽＋１）
１ －

珦犎犽狔‖
２
２＋λ

２
‖狔‖

２
２）得到狔；

步骤５：计算犡犽＝犡０＋珟犞犽狔；

步骤６：计算犚犽 ＝犌－犎１犡犽犎
Ｔ
２；

步骤７：ｉｆ‖犚犽‖Ｆ ＜ε，ｓｔｏｐ；ｅｌｓｅ犡０ ＝犡犽，犚０ ＝

犚犽，犖ｉｔｅｒ的值增加１；转步骤２。

４　数值分析

４．１　仿真结果

图１是一个由双胶合透镜和优化的三次相位板

组成的简单的波前编码系统。系统有效焦距为

１００ｍｍ，犉数为３，三次相位板参数相位函数表示

为犣＝α（犡
３
＋犢

３）（α＝１．２×１０－
５），其中参数α是

利用基于Ｆｉｓｈｅｒ信息量的优化算法得到
［１６］。

图１ 双胶合透镜波前编码光学系统

Ｆｉｇ．１ Ｓｉｍｐｌｅｄｏｕｂｌｅｔｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｄｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

图２是波前编码双胶合光学系统的调制传递函

数图，在图中（ａ）～（ｃ）分别给出了物距为５，１０和

１５ｍ时，在０，０．７和１视场下弧矢和子午方向的情

况。可以发现，由于使用了三次相位板，系统的调制

传递函数在景深５～１５ｍ的范围内具有大致相同

的形状，也就是说，系统对这个景深范围的频率响应

基本一致。

图２ 物距为５，１０，１５ｍ时波前编码双胶合透镜光学系统的光学传递函数

Ｆｉｇ．２ ＭＴＦＳｏｆｔｈｅｓｉｍｐｌｅｄｏｕｂｌｅｔｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｄｉｎｇｓｙｓｔｅｍ：ｄｉｓｔａｎｃｅｉｓ５，１０，１５ｍ

０４７２



１０期 刘钦晓等：　三次相位板波前编码系统彩色图像恢复的迭代算法

　　图３中给出了不同物距和视场下经过取对数处

理后的系统点扩展函数，从图中可以看到物距分别

为５，１０，１５ｍ时，在三个不同视场下的点扩展函数

具有相同的形状。

图３ 双胶合透镜波前编码系统不同物距和视场下的

对数点扩展函数

Ｆｉｇ．３ ＬｏｇａｒｉｔｈｍＰＳＦｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｂｊｅｃｔｄｉｓｔａｎｃｅｓａｎｄ

ｆｉｅｌｄｓｏｆｔｈｅｄｏｕｂｌｅｔｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｄｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

图４是对点扩展函数本身进行去卷积恢复而得

到的，理论上认为恢复结果应该是一个理想的点，图

４（ａ）是维纳滤波给出的结果，它是一个明显的十字

形，中间的点也比较大；（ｂ）图是新算法给出的恢复

结果，对比两个图可以发现利用广义极小残差迭法

算法进行图像恢复的结果要优于维纳滤波。

图４ 去卷积恢复得到的原始点：（ａ）维纳滤波结果；

（ｂ）新算法结果

Ｆｉｇ．４ Ｏｒｉｇｉｎａｌｐｏｉｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｔｈｅｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ

ｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ：（ａ）ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＷｉｅｎｅｒ

　ｆｉｌｅｒｉｎｇ；（ｂ）ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｎｏｖｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图５给出了恢复过程中每次迭代后的剩余量范

数。从图中可以发现在前５次迭代中，算法的剩余量

范数迅速下降，并且随着迭代次数的增加一直收敛。

对于实际的彩色成像，我们分成三个通道分别

进行成像卷积模糊和去卷积恢复。实际系统的点扩

展函数在图６中给出。利用图６我们做了下面的数

据仿真模拟及实验处理。

图５ 剩余量范数特性曲线图

Ｆｉｇ．５ Ｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｔｈｅｒｅｓｉｄｕａｌｎｏｒｍｓ

图６ 实际双胶合透镜波前编码系统的点扩展函数

Ｆｉｇ．６ ＰＳＦｆｏｔｈｅｒｅａｌｄｏｕｂｌｅｔｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｄｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

图７给出了利用图６所做的数据仿真处理的操

作步骤，首先将原始图像分成红、绿、蓝三个通道并

分别对它们做卷积模糊处理得到三个中间图像，然

后再利用上面给出的新算法分别对中间图像进行恢

复，最后合成清晰的输出图像。

图７ 彩色图像恢复仿真处理框图

Ｆｉｇ．７ Ｔｈｅｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｌｏｒｉｍａｇｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

图８是利用新算法进行仿真处理的模糊和最后

恢复的结果。在图中分别给出了卷积核尺寸为

１０ｐｉｘｅｌ×１０ｐｉｘｅｌ，１７ｐｉｘｅｌ×１７ｐｉｘｅｌ和３５ｐｉｘｅｌ×

３５ｐｉｘｅｌ的情况。彩色原始图片 Ｌｅｎａ的大小为

４９２ｐｉｘｅｌ×４９２ｐｉｘｅｌ。

观察恢复结果可以发现，新的算法有很好的去

卷积效果，能够给出优良的恢复结果。在有效抑制

振铃效应的同时，可以得到清晰平滑的去卷积解。

在卷积核尺寸较小的情况下（１０ｐｉｘｅｌ×１０ｐｉｘｅｌ，

１４７２
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１７ｐｉｘｅｌ×１７ｐｉｘｅｌ），恢复图像的边界振铃很少，图

像边缘的振荡很小。在大尺寸卷积核的情况下

（３５ｐｉｘｅｌ×３５ｐｉｘｅｌ）也能给出明显的去卷积效果，

同时人工的振铃效应也不明显。

图８ 采用广义极小残差算法仿真恢复结果图

Ｆｉｇ．８ ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｒｅｓｔｏｒａｔｅｄｂｙｔｈｅＧＭＲＥＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４．２　实验结果

实际双胶合波前编码系统所成的中间像在图

９（ａ）中给出。图中三个小孩分别站在５，１０和１５ｍ

的位置，由于系统的光学传递函数值很低，整个图像

很模糊，系统采用ＩＭＰＥＲＸ公司的ＣＣＤ收集图像，

它的有效像素为１０００×１０００，像素大小为７．４μｍ×

７．４μｍ。利用图６给出的点扩展函数进行恢复。

图９ 实际波前编码系统图像恢复结果．（ａ）实际系统所

成的模糊中间像；（ｂ）维纳滤波恢复结果；（ｃ）经

过边界处理的维纳滤波恢复结果；（ｄ）新算法恢复

　　　　　　　　　结果

Ｆｉｇ．９ Ｒｅｓｔｏｒａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｒｅａｌｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｄｉｎｇ

ｓｙｓｔｅｍ．（ａ）ｔｈｅｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｂｌｕｒｒｅｄｉｍａｇｅｏｆｔｈｅ

ｒｅａｌｏｐｔｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ；（ｂ）ｔｈｅｒｅｓｔｏｒａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｂｙ

Ｗｉｅｎｅｒｆｉｌｔｅｒｉｎｇ；（ｃ）ｔｈｅｒｅｓｔｏｒａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｂｙ

Ｗｉｅｎｅｒｆｉｌｔｅｒｉｎｇｗｉｔｈｅｄｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ；（ｄ）ｔｈｅ

　　ｒｅｓｔｏｒａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｂｙｔｈｅＧＭＲＥＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图９（ｂ）给出了维纳滤波的恢复结果，可以看到，恢

复图像的边界有很明显的振铃效应，图像边缘振动

波纹很大。图９（ｃ）中采用了边界处理，首先把预恢

复中间图像和它自身的模糊图像进行加权求和，使

得预恢复图像的中间部分等于自身，边缘部分等于

它的模糊图像，然后再进行维纳滤波。经过预处理

的恢复结果很好地去除了边界的振铃效应，但图像

中仍存在很大的波纹。图９（ｄ）中给出了新算法的

恢复结果，由于采用了反镜像边界条件，边界保持了

犆１ 的连续性，振铃效应能够得到很好的抑制。相比

于维纳滤波恢复，新的算法能够给出更好的去卷积

恢复结果。

５　结　　论

本文提出了一种基于广义极小残差法，结合

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ规整化的新迭代恢复算法，利用多通道处

理过程将其应用于彩色图像恢复。为消除由于边界

连续性截断而带来的振铃效应，算法中采用了反镜

像边界条件对点扩展函数进行了处理，利用直积近

似推导出新的矩阵形式的成像卷积模糊数学模型。

数值分析表明该算法对于非对称点扩展函数的去卷

积有很好的效果，能够给出平滑解。实验结果显示，

对于波前编码系统，新的恢复算法可以给出优于维

纳滤波的结果，恢复图像不会产生振铃效应，图像边

缘没有明显的波纹。
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