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基于最小二乘迭代的多光束相移算法
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摘要　高阶谐波和随机相移误差是影响干涉测量精度的主要因素。为了同时解决这两问题，提出了基于最小二乘

迭代的多光束干涉条纹分析方法。该方法利用傅里叶级数将多光束干涉条纹展开为基波和各阶谐波之和。它只

需要５帧随机相移的多光束干涉条纹，即可通过最小二乘迭代准确地求得相移值和相位分布。模拟计算结果表

明，当测试面反射系数小于０．６、随机相移误差的均方根小于１时，只需１０次迭代运算即可将误差控制在０．００５

（ＰＶ）和０．００３（ＲＭＳ）ｒａｄ之下，精度比传统的五步算法精度高。实验结果进一步验证了该算法的有效性，并表明该

算法比双光束相移算法优越。
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１　引　　言

相移干涉术在高精度测量领域得到了广泛应

用，而相移算法则是其中决定测量精度的关键技术

之一。借助双光束干涉条纹的余弦分布特性产生了

一系列的标准相移算法［１，２］，如四步算法、五步算法

和最小二乘迭代法等。然而在实际应用中，如Ｆ－Ｐ

干涉仪、Ｆｉｚｅａｕ干涉仪等，由于其中一束光经过光学

表面的多次反射而形成多光束干涉条纹，其光强不

再严格随相位余弦变化［３～６］。此时若再采用双光束

相移算法，则必然会引入较大的算法误差。通过数

值分析表明［５］，低精度应用场合（大于λ／１００），若

两个光学面的反射率较低时，如低于４％，则光强非

余弦依赖所引起的算法误差是可以忽略的；但在高

精度应用场合，尤其是测试面反射率较高时，算法误

差的影响将是十分严重。

为了分析多光束干涉条纹，Ｓｕｒｒｅｌ
［１］，Ｈａｒｉｈａｒａｎ

［３］，
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ＢｏｎｓｃｈａｎｄＢｏｈｍｅ
［４］和罗志勇等［５，７］分别提出了多光

束条纹分析算法，然而他们的算法都要求每步相移值

恒定且准确。由于环境的振动和相移器的非线性响

应，多光束干涉条纹的相移值为一随机量。现有的自

校准算法，如最小二乘迭代算法［２］，只能解决双光束

干涉条纹。虽然Ｌａｎｇｏｊｕ等
［８］提出了同时解决谐波

和非线性相移误差的算法，它需要２犽＋４帧条纹才能

抑制犽阶谐波误差，而且不能解决环境振动引起的随

机相移误差。曾提出了基于最小二乘迭代的多表面

干涉条纹分析方法［９］，但是需要２犽＋１帧条纹才能抑

制犽阶谐波误差，不能有效地分析多光束干涉条纹。

本文提出了一种基于最小二乘迭代的多光束干

涉条纹分析方法。该方法只需要５帧具有随机相移

量的多光束干涉条纹，即可准确地求得相位分布。推

导了该算法的原理，用数值模拟和实验加以验证。

２　多光束干涉条纹

在Ｆｉｚｅａｕ干涉仪中，测试面和参考面多次反射后

形成多光束干涉条纹，其强度可用Ａｉｒｙ公式
［６］表示

（省略坐标狓，狔）：

犐狀 ＝犐狀（φ＋θ狀）＝犃 １－
犅

１－犆ｃｏｓ（φ＋θ狀
［ ］），（１）

式中φ表示被测相位，θ狀表示第狀次的相移值；犃表示

入射光强度分布，犅和犆是由参考面和测试面的反射

系数狉１，狉２ 决定的参数

犅＝ （１－狉
２
１）（１－狉

２
２）／（１＋狉

２
１狉
２
２）， （２）

犆＝２狉１狉２／（１＋狉
２
１狉
２
２）， （３）

由（１）式可知该强度是非余弦分布，但它是关于φ＋θ狀

周期分布的偶函数。根据傅里叶级数可将（１）式改写

为［６］

犐狀 ＝犃
犪０
２
＋∑

∞

犼＝１

犪犼ｃｏｓ［犼（φ＋θ狀｛ ｝）］， （４）

犪０ ＝
２（狉２１＋狉

２
２－２狉

２
１狉
２
２）

１－狉
２
１狉
２
２

， （５）

犪犼 ＝－
２（１－狉

２
１）（１－狉

２
２）

１－狉
２
１狉
２
２

（狉１狉２）犼，犼＝１，２，３…（６）

若满足犪２／犪１＝狉１狉２１，则多光束干涉条纹可简化为

双光束干涉条纹

′犐狀 ＝犃［犪０／２＋犪１ｃｏｓ（φ＋θ狀）］， （７）

但引入的误差为

Δ犐狀 ＝犐狀－′犐狀 ＝犃
２狉２１狉

２
２（１－狉

２
１）（１－狉

２
２）

（１－狉
２
１狉
２
２）｛ ×

ｃｏｓ［２（φ＋θ狀）］－狉１狉２ｃｏｓ（φ＋θ狀）

２狉１狉２ｃｏｓ（φ＋θ狀）－（１＋狉
２
１狉
２
２

［ ］｝）
，（８）

对Ｆｉｚｅａｕ干涉仪而言，通常参考面反射系数狉１＝０．２，

测试面反射系数狉２ 与测试元件材料及膜层有关，没

镀膜的普通玻璃和单晶硅面狉２ 分别约为０．２和０．６。

３　迭代算法原理

３．１　由相移值求相位分布

将（４）式改写为

犐狀 ＝犫０＋∑
２

犼＝１

犫犼ｃｏｓ［犼（φ＋θ狀）］＋

∑
犘

犼＝３

犫犼ｃｏｓ［犼（φ＋θ狀）］＋η狀， （９）

式中犫０＝犃犪０／２，犫犼＝犃犪犼；狆表示需要考虑谐波阶数

（即要满足犫狆＋１１以忽略高于狆的谐波，具体数值与

狉１，狉２的积有关）；η狀 表示干涉图中的随机噪声。定义

一组新的变量：

犡０ ＝犫０， 犡２犼－１ ＝犫犼ｃｏｓ（犼φ），

犡２犼 ＝－犫犼ｓｉｎ（犼φ）； 犛０（狀）＝１，

犛２犼－１（狀）＝ｃｏｓ（犼θ狀）， 犛２犼（狀）＝ｓｉｎ（犼θ狀），

其中犼＝１，２。另外设

犵狀 ＝∑
犘

犼＝３

犫犼ｃｏｓ［犼（φ＋θ狀）］，

则（９）式可改写为

犐狀－犵狀 ＝∑
４

犻＝０

犡犻犛犻（狀）＋η狀， （１０）

若相移值θ狀 已知（第一次由估计得到，之后由前一次

迭代求得）、犵狀 已知（第一步设为零，之后由前一次迭

代求得），只要干涉条纹的帧数犖≥５，则可根据最小

二乘拟合得到

犃犡 ＝犢， （１１）

式中

犃犻犽 ＝∑
犖

狀＝１

犛犻（狀）犛犽（狀），　犻，犽＝０，１，２，３，４ （１２）

犢犽 ＝∑
犖

狀＝１

（犐狀－犵狀）犛犽（狀），　犽＝０，１，２，３，４（１３）

由（１１）式可求得犡，从而可以求得犫犼和相位φ：

犫犼 ＝－ 犡２２犼＋犡
２
２犼－槡 １，　犼＝１，２ （１４）

φ＝ａｒｃｔａｎ
－犡２
犡（ ）
１

， （１５）

根据求得的犫１，犫２和φ以及估计的相移值θ狀，可以估算

得到高阶谐波光强之和

犵狀 ＝∑
犘

犼＝３

犫１
犫２
犫（ ）
１

犼－１

ｃｏｓ［犼（φ＋θ狀）］． （１６）

３．２　由相位分布求相移值

将干涉图分成犎 个足够小区域，在每个小区域

内可将犫犼看作不随空间变化的常量。在每个区域

内，重新定义一组新的变量：

５２２
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图１不同反射系数时本文算法与五步算法误差的比较。（ａ）多光束干涉条纹；（ｂ）五步算法的误差分布；（ｃ）本文算法的误差

分布；（ｄ）误差ＰＶ值及（ｅ）误差ＲＭＳ值和狉２ 的关系

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｒｒｏｒｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄｆｉｖｅｂｕｃｋｅｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ．

（ａ）Ｍｕｌｔｉｐｌｅｂｅａｎｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍ；ｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ（ｂ）ｆｉｖｅｂｕｃｋｅｔａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄ（ｃ）ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ；

　　　　　　　　 　ａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｓａｎｄ狉２：（ｄ）ＰＶａｎｄ（ｅ）ＲＭＳ

′犡０＝１， ′犡２犼－１＝ｃｏｓ（犼φ），

′犡２犼 ＝ｓｉｎ（犼φ）； ′犛０＝犫０，

′犛２犼－１（狀）＝犫犼ｃｏｓ（犼θ狀）， ′犛２犼（狀）＝－犫犼ｓｉｎ（犼θ狀），

其中犼＝１，２。则（１０）式可改写为

犐狀－犵狀 ＝∑
４

犻＝０

′犡犻′犛犻（狀）＋η狀， （１７）

根据３．２节求得的结果，φ和犵狀已知，只要每个小区域

内的像素个数犕≥５，则可根据最小二乘拟合得到

犅′犛（狀）＝犣， （１８）

式中

犅犻犽 ＝∑
犕

犿＝１

′犡犻（犿）′犡犽（犿）， （１９）

　犻，犽＝０，１，２，３，４

犣犽 ＝∑
犕

犿＝１

［犐狀（犿）－犵狀（犿）］′犡犽（犿）， （２０）

　犽＝０，１，２，３，４

由（１８）式可求得′犛（狀），从而求得第狀帧干涉图的相移

值

θ狀 ＝ａｒｃｔａｎ
－′犛２（狀）

′犛１（狀［ ］） ，　狀＝１，２，…，犖 （２１）

分别求得犎个区域对应的各个相移值，然后求其平

均作为新的相移值θ狀，根据求得的θ狀，按照（１６）式更

新犵狀，最后将θ狀和更新后的犵狀作为已知量代入３．１节

进行迭代计算。

３．３　 迭代收敛判据

先用估计的相移值θ狀作为初始值，通过３．１节计

算求得相位φ和高阶谐波分量之和犵狀，然后代入３．２

节求得更准确的θ狀 和犵狀。如此反复迭代，随着迭代次

数的增加，求得的相移值更加接近真实值，从而提高

了相位的精度。直到满足如下判据迭代才终止：

ｍａｘ （θ狇狀－θ狇１）－（θ狇
－１
狀 －θ狇

－１
１ ）＜ε， （２２）

式中狇表示迭代次数，ε表示预先设定的迭代精度。

４　 模拟计算

假设相位Φ＝π（狓
２
＋狔

２）＋２π狓＋３π狔，犃 ＝

２５５ｅｘｐ［－０．２５（狓
２
＋狔

２）］，其中－１≤狓≤１，－１≤

狔≤１，参考面反射系数狉１＝０．２。下面分别模拟计算

反射系数和相移误差对五步算法［５］和本文算法的影

响，用计算得到的相位与设定真实相位之差定义为两

种算法的误差，用峰谷值（ＰＶ）和均方根（ＲＭＳ）表征

其大小。

４．１　反射系数的影响

先假设没有相移误差，对五步相移算法［５］取相移

量为π／２，取相移量为２π／５（因为严格π／２会导致公

式（１２）中矩阵犃的逆矩阵运算产生误差）。当测试面

反射系数狉２＝０．９时的多光束干涉图如图１（ａ）所

示，其对比度约为０．１３。分别用五步相移算法和本

６２２
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文的迭代算法（３次迭代）求得相位分布，其误差分

布（干涉图正中间行）分别如图１（ｂ），图１（ｃ）所示。

由图１（ｂ），图１（ｃ）可知，本文算法优于五步算法，当

狉２＝０．９时五步算法的误差约为０．０６弧度（ＰＶ），而

本文算法的误差约为３×１０－４弧度。另外，五步算

法误差调制频率为条纹频率的４倍（与文献［５］一

致），而本文算法误差调制频率为条纹频率５倍。这

是因为五步算法没有消除多光束干涉条纹中二阶谐

波的影响；而本文算法通过最小二乘拟合完全消除

二阶谐波的影响，所以它的误差主要来源于三阶谐

波，若再多迭代几次运算则可进一步抑制三阶谐波

的影响。

通过改变测试面反射系数狉２（０．２≤狉２≤０．９），

分别用上述两种算法进行计算，其误差峰谷值（ＰＶ）

和均方根值（ＲＭＳ）与狉２ 的关系分别如图１（ｄ）和

图１（ｅ）所示。由图１（ｄ），图１（ｅ）可得：即使在没有

相移误差的情况下，本文算法的精度远远高于五步

相移算法。

４．２　相移误差的影响

由于环境振动的影响，可以将第狀次相移量表

示为θ狀＝α狀＋β狀。其中α狀表示相移器引入的相移量，

β狀 表示环境振动引入的随机相移量，设β狀 的均方根

值为σ。固定测试面反射系数狉２＝０．６。当σ从０到１

之间变化时，分别用上述两种算法进行计算，其误差

峰谷值 （ＰＶ）和均方根值（ＲＭＳ）与σ的关系分别如

图２（ａ）和图２（ｂ）所示。由图２可得，五步相移算法

误差随着σ的增加而迅速增大，当σ＝１时（随机误

差最大值约为２弧度。这在大口径干涉仪中是可能

出现的），五步相移算法误差ＰＶ值大于０．６弧度；

而当σ≤１时，只需１０次迭代运算即可将误差控制

在０．００５（ＰＶ）和０．００３弧度（ＲＭＳ）之下，远小于

五步算法。当σ进一步增大时，实际相移值θ狀 与迭

代初始值α狀 的差值增大，因此需要更多次的迭代才

能得到准确的结果。

图２ 两种算法误差与随机相移量均方根的关系。（ａ）ＰＶ值；（ｂ）ＲＭＳ值

Ｆｉｇ．２ ＲｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｔｈｅＲＭＳｏｆｔｈｅｒａｎｄｏｍｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｓ

（ａ）ＰＶａｎｄ（ｂ）ＲＭＳ

５　实　　验

用Ｆｉｚｅａｕ干涉仪在动态环境下测量反射系数

约为０．７的光学元件以进一步验证本文算法。控制

ＰＺＴ使相移量为α狀＝（狀－１）π／４，然后采集５帧干

涉图，其中一帧如图３（ａ）所示，其对比度约为０．２９。

对５帧干涉图进行１０次迭代运算，得到测试面面形

如图３（ｂ）所示，同时得到实际相移值约为０．７２２３，

２．２６１４，３．０１７０和４．９７２０弧度，与α狀 相比可知，环

境振动引起的相移量误差平均值和均方根值分别为

０．７７９７和０．７８２４弧度。因为该随机相移误差比较

大，五步相移算法将产生非常大的误差，所以采用

Ｗａｎｇ的算法
［２］（它实际是基于最小二乘迭代的双

光束干涉条纹分析方法），其结果如图３（ｃ）。另外

用标准Ｚｙｇｏ干涉仪（隔振、ＰＺＴ标定和加能量衰减片

使测试光和参考光能量匹配）测得结果如图３（ｄ）。

若将图３（ｄ）作为测试面真实面形的参考值，则本文

算法和 Ｗａｎｇ算法的误差分别如图３（ｅ），图３（ｆ）所

示。由图３可知，本文算法的结果与参考值很接近，

其误差的ＰＶ值和ＲＭＳ值分别为０．０３４和０．００４

弧度，比 Ｗａｎｇ算法的误差小［如图３（ｅ），图３（ｆ）所

示］；Ｗａｎｇ算法误差中有明显调制波纹，其频率约

为干涉条纹频率的４倍。这是因 Ｗａｎｇ算法只解决

随机相移误差，没有消除高阶谐波的影响（主要是

２、３阶），而本文算法结果调制不明显，因为它可同

时解决高阶谐波和随机相移误差的影响。

７２２
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图３ 实验结果。（ａ）多光束干涉条纹图；（ｂ）本文算法的结果（ｃ）Ｗａｎｇ迭代算法的结果；（ｄ）用衰减片后Ｚｙｇｏ相移算法的

结果；（ｅ）本文算法的误差；（ｆ）Ｗａｎｇ迭代算法的误差

Ｆｉｇ．３ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）ｍｕｌｔｉｐｌｅｂｅａｍｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｆｒｉｎｇｅｓ，（ｂ）ｐｈａｓｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ，

（ｃ）ｐｈａｓｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ Ｗａｎｇ′ｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，（ｄ）ｐｈａｓｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＺｙｇｏ′ｓｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍａｆｔｅｒｏｐｔｉｃａｌ

　　　　　　ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ，（ｅ）ｒｅｓｉｄｕａｌｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｓｏｆ（ｂ），ａｎｄ（ｆ）ｒｅｓｉｄｕａｌｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｓｏｆ（ｃ）

６　结　　论

测量反射系数较高的光学元件时会发生多光束

干涉，而环境的振动会产生随机相移误差，为了同时

解决这两问题，提出了基于最小二乘迭代的多光束

干涉条纹分析方法。通过将多光束干涉条纹展开为

基波与各阶谐波之和，根据各阶谐波的关系（即二阶

以上谐波的光强可以用基波和二阶谐波表示），在迭

代过程中通过补偿二阶以上谐波的光强，可以准确

地求得相移值和相位分布。模拟计算结果表明，当

测试面反射系数小于０．６，随机相移误差的均方根

小于１时，本文算法只需５帧随机相移的多光束干

涉条纹，通过１０次迭代运算即可将误差控制在

０．００５（ＰＶ）和０．００３（ＲＭＳ）弧度之下，比传统的五

步相移算法精度高。反射系数约为０．７、环境振动

引起的相移量误差平均值和均方根值分别为０．７７９７

和０．７８２４弧度时，本文算法通过消除高阶谐波的影

响，明显地抑制了谐波引起的调制波纹，并将误差从

Ｗａｎｇ算法的０．０５２（ＰＶ）和０．００７（ＲＭＳ）弧度减小

到０．０３５（ＰＶ）和０．００４（ＲＭＳ）弧度。本算法在动态

环境高精度测量中具有应用价值，尤其是测试反射

系数较高的元件。
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