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基于犕犲狓犻犮犪狀犺犪狋小波变换的三维轮廓术
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摘要　为了提高小波变换轮廓术中小波的空域局部化能力，提出了一种基于 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换的条纹图处理

方法。基于希尔伯特变换得到条纹对应的解析信号，用 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波计算解析信号的连续小波变换，从小波

变换的脊上提取相位信息，恢复物体高度信息。模拟结果表明，Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换法在相位快变或突变的区

域有更高的相位提取精度，测量误差可减小０．１～０．５ｒａｄ。以人脸石膏像为例，进行了实验测量。实验结果表

明，在高度不连续或变化剧烈的区域，Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换法较 Ｍｏｒｌｅｔ小波方法误差传播更小，精度更高。
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１　引　　言

在光栅投影轮廓术中，测量的直接结果经常以

变形条纹图的形式出现，条纹中蕴含的相位信息对

应着物体的高度信息。在解调相位的许多方法中，

傅里叶变换轮廓术（ＦＴＰ）
［１，２］应用广泛。它只需一

幅条纹图就可解调出相位分布。但由于要在条纹全

场作傅里叶变换，局部相位计算误差会扩散到全

局，因此不适合处理具有相位突变的条纹图［３］。近

年来，小波变换作为一种非平稳信号的强有力的分

析工具［４］，已成功用于光学条纹的分析和相位的提

取［５～１０］。为了克服ＦＴＰ的不足，提出了基于连续

小波变换（ＣＷＴ）的相位提取方法
［１１］。在现有
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ＣＷＴ方法中，一般采用 Ｍｏｒｌｅｔ小波作为分析小

波，但 Ｍｏｒｌｅｔ小波不是严格紧支撑的，为了满足小

波允许条件，需要较多的振荡次数（≥５次）。根据

奈奎斯特（Ｎｙｑｕｉｓｔ）采样定理，需要较多的采样点

来表达 Ｍｏｒｌｅｔ小波。而小波变换实际上是对信号

进行卷积滤波，点数较多的滤波器必然会平滑掉信

号中的部分突变。因此对于具有相位快变或突变的

光学条纹，Ｍｏｒｌｅｔ小波并不是最理想的小波。

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波是高斯函数的二阶导数，曾被用

于信号的奇异性检测［１２］，相对于 Ｍｏｒｌｅｔ小波它的

振荡次数少（１．５次），对突变相位具有更好的空域

定位能力。本文以三维测量为例，讨论了 Ｍｅｘｉｃａｎ

ｈａｔ小波提取相位的理论依据和相位提取原理，并

将它与 Ｍｏｒｌｅｔ小波相位提取法进行了比较，从计

算机模拟和实验方面给出了结果。

２　理　　论

２．１　光栅投影轮廓术

典型的交叉光轴光栅投影轮廓术光路图如图１

所示。投影仪投影一幅正弦光栅到被测物表面，

ＣＣＤ从另一角度拍摄被物面高度调制的变形条纹图，

图上对应每一固定狔坐标条纹的光强灰度分布为

犵（狓）＝狌（狓）＋狏（狓）ｃｏｓ［ω０狓＋φ（狓）］， （１）

式中狌（狓）为条纹背景光强；狏（狓）为条纹对比度；ω０

为载频条纹的角频率；φ（狓）为由物面高度犺（狓，狔）

调制的相位分布，它与高度有如下关系：

犺（狓，狔）＝－
犔

ω０犱
［φ（狓）－φ０（狓）］， （２）

φ０（狓）为参考面相位分布，犔为投影仪到参考面的

距离，犱为投影仪到ＣＣＤ相机的距离。可见，分别

解调出参考面和物面的相位就可以恢复物体三维

形貌。

图１ 光路原理图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆｌｉｇｈｔｐａｔｈ

２．２　基于 犕犲狓犻犮犪狀犺犪狋小波变换的空间载频条纹

分析

对式（１）表示的载频条纹信号进一步作分析。

借助希尔伯特变换（ＨＴ）消除犵（狓）的负频率后可

以得到相应的解析信号：

狕（狓）＝ ［１＋ｉ犎］犵（狓）＝狕１（狓）＋狕２（狓），（３）

式中，狕１（狓）＝ ［１＋ｉ犎］狌（狓），狕２（狓）＝［１＋ｉ犎 ］×

狏（狓）ｃｏｓ［ω０狓＋φ（狓）］，犎 为 ＨＴ变换算子。假设

信号狏（狓）ｃｏｓ［ω０狓＋φ（狓）］在局部是单频率的并满

足渐进信号条件［１３］：

ω０＋
ｄφ
ｄ狓


１

狏
ｄ狏
ｄ狓

， （４）

则可得到 狕２（狓）≈狏（狓）ｅ
ｊ［ω０狓＋φ

（狓）］． （５）

从（５）式可见，通过提取狕２（狓）的幅角可恢复出

犵（狓）的相位分布。为此对信号狕（狓）进行连续小波

变换，

犠（犪，犫）＝
１

犪∫
＋∞

－∞
狕（狓）ψ

 狓－犫（ ）犪
ｄ狓， （６）

式中，犪＞０，犫均为实数，角标  为复共轭符号。

ψ［（狓－犫）／犪］表示对母小波ψ（狓）的伸缩和平移。

本文中母小波采用 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波，它的空域和

频域表达式分别为

ψＭ（狓）＝
１

２槡π
（１－狓

２）ｅ－狓
２／２， （７）

＾
ΨＭ（ω）＝ω

２ｅ－ω
２／２， （８）

由（８）式可求出
＾
ΨＭ（ω）在ω＝±槡２ｒａｄ处达到最大

值。图２（ａ），分别是 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波在空域和频

域的图形。为了比较，将 Ｍｏｒｌｅｔ经过尺度变换使

其中心频率为槡２ｒａｄ，图２（ｂ）分别是它在空域和频

域的图形。可见，相对于 Ｍｏｒｌｅｔ小波 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ

小波振荡次数较少，空域局部性更好，频域局部性

稍差。

采用连续小波变换的频域等价表达：

犠（犪，犫）＝
１

２π∫
＋∞

０
狕^（ω）^Ψ（犪ω）ｅｊω

犫犱ω　　　　　

＝
１

２π∫
＋∞

０

［^狕１（ω）＋狕^２（ω）］^Ψ
（犪ω）ｅｊω

犫犱ω．

（９）

式 中 狕^（ω），^狕１（ω），^狕２（ω）分 别 为 狕（狓），狕１（狓），

狕２（狓）的傅里叶变换，^Ψ（ω）为Ψ（狓）的傅里叶变换。

因为狕^（ω）不含负频率，所以（９）式的积分限是０

～＋∞，而不是－∞ ～＋∞。借助小波变换的空域

局部化特性，相位可近似为φ（狓）≈φ（犫）＋φ′（犫）（狓

－犫），并假设狌（狓）和狏（狓）是缓变的，那么解析信

号狕（狓）的傅里叶变换可为

８９１
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图２ Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波（ａ）和 Ｍｏｒｌｅｔ小波（ｂ）在空域、频域的图形

Ｆｉｇ．２ Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔｗａｖｅｌｅｔ（ａ）ａｎｄＭｏｒｌｅｔｗａｖｅｌｅｔ（ｂ）ｉｎｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

狕^１（ω）≈狌（犫）δ（ω）， （１０）

狕^２（ω）≈狏（犫）犲
ｊ［φ（犫）－φ′（犫）犫］δ［ω－ω０－φ′（犫）］， （１１）

式中δ为冲击函数。将（１０），（１１）式代入（９）式后可得

犠（犪，犫）≈
＾
Ψ
｛犪［ω０＋φ′（犫）］｝狏（犫）ｅ

ｊ［ω０犫＋φ
（犫）］． （１２）

将（８）式中定义的 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波代入（１２）式可得

犠（犪，犫）≈
＾
Ψ

Ｍ｛犪［ω０＋φ′（犫）］｝狏（犫）ｅ

ｊ［ω０犫＋φ
（犫）］
＝ ｛犪［ω０＋φ′（犫）］｝

２ｅ－
｛犪［ω０＋φ′

（犫）］｝
２／２狏（犫）犲ｊ

［ω０犫＋φ
（犫）］． （１３）

因为＾Ψ犕（ω）在ω 槡＝± ２ｒａｄ处达到最大值，故小波

变换的模狘犠（犪，犫）狘在曲线犪＝槡２／［ω０＋φ′（犫）］上

达最大，该曲线被称为小波变换的脊［１４］，对应着信

号的瞬时频率ω０＋φ′（犫）。在小波脊上，（１３）式可进

一步化简为

犠（犪，犫）≈２犲
－１狏（犫）犲ｊ

［ω０犫＋φ
（犫）］， （１４）

从而有 φ（犫）≈ａｎｇ［犠（犪，犫）］－ω０犫， （１５）

　　通过提取小波变换模狘犠（犪，犫）狘在每一位置犫的

最大值，可找到小波脊的位置。注意到位置犫对应着

信号空域坐标狓，通过提取小波脊上系数的辐角就可

恢复犵（狓）的相位φ（狓）。运用该方法对条纹图上每一

个狔值下的载频信号进行处理，就可得到整个条纹图

的相位分布。如果φ″（狓）≠０，那么狘犠（犪，犫）狘仅在

曲线犪 ＝ 槡２［ω０ ＋φ′（犫）］附近达到最大，并且

（１５）式 也不是严格成立，故相位的求解会存在一

定误差。尽管如此，当φ′（狓）是连续函数时，该方法

的精度足够高［１３］。

３　计算机模拟

图３是由计算机生成的一幅５１２ｐｉｘｅｌ×５１２

ｐｉｘｅｌ的模拟载频条纹图，调制相位的表达式如下：

φ（狓）＝
（π／８０） （１６０２－狓

２
－狔

２
槡 ） 狓２＋狔

２
≤１６０

２

０ 狓２＋狔
２
＞１６０

烅
烄

烆
２
．

（１６）

图３ 模拟的变形载频条纹

Ｆｉｇ．３ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃａｒｒｉｅｒ

ｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ
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　　从图３可见调制相位在圆形的边缘附近有明显

的突变。取条纹的第２５６行信号，用提出 Ｍｅｘｉｃａｎ

ｈａｔ小波方法对其做连续小波变换，得到的模值分

布和相位分布如图４（ａ），（ｂ）所示。从小波脊上恢

复出条纹的相位分布并减去载频，得到调制相位

φ（狓）。为方便比较，将 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波法与

Ｍｏｒｌｅｔ小波方法所得的结果绘于图５中，可见，在

相位突变和快变处 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波法精度更高。

图４ 第２５６行信号的 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换 （ａ）模值；（ｂ）相位

Ｆｉｇ．４ Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｔｈｅ２５６ｔｈｒｏｗ（ａ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅ，（ｂ）ｐｈａｓｅ

图５ Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波法（点线），和 Ｍｏｒｌｅｔ小波法恢复的相位分布（ａ）和相位误差（ｂ）

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｔｏｒｅｄｐｈａｓｅ（ａ）ａｎｄｐｈａｓｅｅｒｒｏｒ（ｂ）ｂｙＭｅｘｉｃａｎｈａｔｍｅｔｈｏｄａｎｄＭｏｒｌｅｔｍｅｔｈｏｄ

４　实　　验

以一个人脸石膏像作为测量对象，实验装置如

图６所示。用分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×７６８ｐｉｘｅｌ的数

字投影仪投影一幅正弦条纹至物体表面，图７（ａ）显

示了由 ＣＣＤ 从另一角度拍摄的５１２ｐｉｘｅｌ×５１２

ｐｉｘｅｌ变形条纹图。

用 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波法、Ｍｏｒｌｅｔ小波法对条纹

图进行了分析，恢复的相位分布分别如图７（ｂ）、

图７（ｃ）所示。为了便于比较，在同一系统参量下用

四步相移法对物体进行了测量，结果显示于图７（ｄ）

中。

图８显示了第２５６行数据的相位分布。从

图７，图８可见，在高度不连续或变化剧烈的区域，

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波方法较 Ｍｏｒｌｅｔ小波方法误差传播

更小，精度更高。

图６ 实验装置

Ｆｉｇ．６ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐ
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图７ 石膏像变形条纹图（ａ）以及分别用 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波（ｂ）、Ｍｏｒｌｅｔ小波法（ｃ）、四步相移法（ｄ）恢复的相位分布

Ｆｉｇ．７ Ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｆｒｉｎｇｅｐｒｏｊｅｃｔｅｄｉｍａｇｅ（ａ）ｏｆａｐｌａｓｔｅｒｆａｃｅａｎｄｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｙＭｅｘｉｃａｎｈａｔｍｅｔｈｏｄ

（ｂ），Ｍｏｒｌｅｔｍｅｔｈｏｄ（ｃ），ｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ（ｄ）

图８ 石膏像变形条纹的第２５６行相位恢复

Ｆｉｇ．８ Ｒｅｓｒｏｒｅｄｐｈａｓｅａｔ２５６ｔｈｒｏｗｏｆｆｒｉｎｇｅｐｒｏｊｅｃｔｅｄ

ｉｍａｇｅｏｆａｐｌａｓｔｅｒｉｍａｇｅ

５　结　　论

提出一种基于 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换的光栅投

影轮廓术。基于希尔伯特变换得到待分析条纹的解

析信号形式，用 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波计算解析信号的

连续小波变换，从小波变换的脊上提取相位信息，

从而恢复物体高度信息。得益于 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波

较好的空域局部性，该方法可减少突变相位区域的

误差传播，相对于使用Ｍｏｒｌｅｔ小波的传统方法，在

相位快变或突变的区域有更高的相位提取精度。计

算机模拟和实验的结果验证了该方法的有效性。值

得指出的是，该方法除了用于光栅投影轮廓术还可

以用于干涉测量、电子散斑等领域的光学条纹分析。
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《激光与光电子学进展》“光学制造”栏目征稿启事

　　《激光与光电子学进展》是中国科学院上海光学精密机械研究所主办的激光、光电子领域行业性期刊，中

国科技核心期刊。该刊１９６４年创刊，至今已出刊５００余期，旨在促进国内外学术交流，沟通科研单位、生产

部门与用户的联系。２００９年，《激光与光电子学进展》将加大光学制造方向的报道力度，深入研讨光学制造

的技术发展及其在工业、科研各方面的应用。主要涉及方向有光学元器件、光学仪器、光学加工、光学设计、

光学材料、光学薄膜、光学检测等领域。

欢迎相关的科研、技术、市场人员根据我们栏目内容定位，撰写或向我们推荐涉及上述领域的优秀技术

论文。来稿不收取审稿费和版面费，一经录用将优先发表并支付丰厚稿酬。

· 本栏目基本要求：

１）稿件内容应为光学制造领域的最新进展、研究动态、科研和新品开发成果等方面；

２）文章要求内容新颖、论点正确、论据充分、数据可靠、文理通顺；

３）技术文章字数一般为５０００字左右；综述文章字数最多不超过１００００字，且第一作者需为副教授及以

上职称。

· 投稿方式：通过网上投稿系统（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｏｐｔｉｃｓｊｏｕｒｎａｌ．ｎｅｔ／ｌｏｐ．ｈｔｍ）直接上传稿件（主题标明

“光学制造”投稿），也可以直接将稿件ｗｏｒｄ版发至邮箱：ｄｉｎｇｊｉｅ＠ｓｉｏｍ．ａｃ．ｃｎ（主题标明“光学制造”投稿），

如有问题欢迎垂询０２１６９９１８１９８与栏目编辑丁洁联系。
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