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基于畸变相位波前分形特征产生矩形湍流相屏
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摘要　在包含时间进程的光波大气传输及其自适应光学相位校正的数值模拟研究中，如长曝光成像和自适应光学

系统的动态控制过程，矩形湍流相屏的产生和应用尤为重要。而现在通常使用的功率谱反演法产生的是正方形的

湍流相屏，只采用其中的矩形部分显然造成计算机资源的浪费；并且谱反演法产生的湍流相屏需要进行低频补偿，

从而明显地增加计算量。基于大气湍流所造成的畸变相位波前的分形特征，提出了一种产生矩形湍流相屏的新方

法，并与解析理论结果进行对比，验证了这种矩形相屏产生方法的正确性。与已有的方法相比，此算法具有两个明

显的优点：算法简单、计算效率高，节省计算机资源；与大气湍流介质统计特性无论在高频部分还是在低频部分均

符合得较好。
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１　引　　言

光波在大气湍流介质中的传输和成像，是与天

文观测、无线激光通信、航空测绘和军事等应用领域

有密切联系的重要课题［１］。相对于解析理论分析和

实验研究的复杂性和局限性来说，光波大气湍流效

应及其自适应光学相位校正技术的数值模拟研究凭
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借其独特的优越性（主要包括参数的可控性和统计

的可实现性）而成为研究光波大气传输特性的重要

手段，也是对激光工程应用进行定量评介的重要环

节［２～５］。如何将大气湍流介质中折射率的随机变化

恰当地体现在光波相位波前上是数值模拟研究的关

键。为此目的通常采用多相位屏法。其基本思想

是［４，６］：将光波穿过的大气湍流介质分成若干段（这

些段的长度可以互不相等），认为每段介质都彼此独

立地对光波波前相位产生随机的扰动，把产生这种

扰动的介质压缩到一个二维薄屏（相位屏）上，使光

波的传输路径看起来由真空和散布其间的若干相位

屏构成。于是构造合适的湍流相位屏，以正确地反

映湍流大气统计特性就成为光波大气传输数值模拟

研究的一个核心问题。

目前已有多种方法用来产生符合大气湍流统计

特性的随机相位屏，主要可以分为功率谱反演法和

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式法，但它们都存在着严重的不足
［７］。

谱反演法产生的相位屏缺少较多的低频成份，虽然

可以通过各种方法来增加相位屏的低频成份，但会

带来相当大的计算量；而Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式法则存在

明显的高频成份不足，这种不足虽然可以通过增加

多项式的项数来加以改善，但也随之带来了计算量

的大幅增加。针对这些不足，Ｌａｎｅ等
［８］根据湍流畸

变波前的分形特征，首先使用随机中点偏移法来产

生湍流相位屏，这种方法计算效率高，产生的相位屏

的低频和高频成份都很明显，并与理论结果得到了

较好的吻合。Ｓｃｈｗａｒｔｚ等
［９］则确认穿过湍流大气

的光波波前是由分形布朗运动产生的布朗曲面，进

而用继承随机增加法得到了符合Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ谱的

光波波前。基于分形理论产生湍流相位屏的方法由

于其使用方便、计算效率高在光波大气湍流效应及

其自适应光学相位校正的数值模拟研究中得到了越

来越广泛的应用［１０～１２］。

以上文献论述的一般都是如何产生正方形相位

屏的方法，这在研究静态的湍流效应及其自适应光

学相位校正中是足够了。但在对包含时间进程的实

际的光波大气湍流效应及自适应光学相位校正的数

值模拟研究中，必须包括自适应光学系统的动态控

制过程［１３］。在对一定时间间隔内光波在湍流介质

中的传输及自适应光学相位校正的动态控制过程进

行仿真计算时，由于横向自然风的作用、光源和／或

靶目标的运动，根据“湍流冻结假设”，湍流相位屏的

时间差异可以转化为空间差异，所以相位屏必须相

应地作长距离的横向移动，以便对穿过湍流相位屏

的不同空间部分的光波进行采样，从而包含由时间

引起的湍流变化效应。这就要求必须采用矩形相位

屏，而非正方形相位屏，产生至少在一个方向上非常

长（可能为实际上无限长）的湍流相位屏。于是，在

满足计算精度的条件下，从节省计算机资源和提高

计算效率的角度考虑，矩形相位屏比正方形相位屏

更为适用于这种包含动态控制过程的数值模拟研

究，尤其是在进行大规模的工程数值计算时。另外，

国外在对于特大口径的自适应光学天文望远镜的数

值仿真计算中也遇到了类似的使用实际上无限长的

湍流相位屏的要求［１４］。如何有效地产生能反映大

气湍流统计特性的矩形相位屏是实际应用中迫切需

要解决的问题之一；同时，要求计算量和计算机的存

储能力必须是实际使用的计算机系统可以承受的。

本文针对实际应用研究中对矩形相位屏的需

求，基于畸变相位波前的分形特征，提出一种算法简

单、计算效率高且与大气湍流时空统计特性符合较

好的矩形湍流相位屏产生方法，并与解析理论结果

进行对比，验证了这种矩形湍流相位屏产生方法的

正确性。

２　大气湍流造成的畸变相位波前的分

形特征

大气湍流会使在其中传播的光波波前发生畸变，

由Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流理论可知，通过湍流大气的光波

波前是一个均匀、各向同性的随机高斯过程［１５］，该过

程可由惯性区内幂律型的结构函数来描述，波前相位

的空间结构函数和时间结构函数分别为

犇φ（狉）＝犈〈［φ（犚＋狉）－φ（犚）］
２〉＝６．８８（狉／狉０）

５／３，

（１）

犇τ，φ（τ）＝犈〈［φ（狋＋τ）－φ（狋）］
２〉＝６．８８（τ／狋０）

５／３，

（２）

式中犈〈·〉表示系综平均，狉０、狋０ 为大气相干长度和

相干时间，狉０ ＝ ０．４２３犽２∫
犔

０

犆２狀（狕）ｄ［ ］狕
－３／５

，它是反映

大气湍流强度的一个特征尺度，波数犽＝２π／λ，λ为

光波波长，犆２狀 为大气折射率结构常数，通常是位置、

时间和高度的函数，犔表示湍流层的厚度，狉０与狋０的

关系是：狋０＝狉０／狏，狏为风速。在惯性区，波前相位的

功率谱与空间频率κ的关系是

犘φ（κ）∝κ
－１１／３． （３）

分形布朗运动是一种随机分形，它能有效地表达自

然界中许多非线性现象。二维分形布朗运动的结构

５１１
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函数［１６］是

犈〈（狆狓－狆狔）
２〉＝犮狉

２犎， （４）

式中犮为标度常数，狉＝ 狆狓－狆狔 为两点之间的距

离，该式表明分形布朗运动增量的方差取决于两点

之间的距离。其功率谱是

犘犅（κ）∝κ
－（２犎＋犈）， （５）

式中犈为曲面的标准拓扑维，对于一个平面来说，

犈＝２，犎 称为Ｈｕｒｓｔ参数，在直观上表征图形的粗

糙度，取值范围是：０＜犎＜１。则分形布朗运动构造

表面的分形维数是：犉＝犈＋１－犎。

比较上面两者的结构函数（１）式、（４）式和功率

谱（３）式、（５）式，可以看到，在惯性区域内的湍流畸

变波前是一个 Ｈｕｒｓｔ参数犎 ＝５／６、分形维数犉＝

１３／６的分形布朗运动
［１０］。于是模拟湍流相位屏的问

题就转化为对特定的（犎 ＝５／６、犉＝１３／６）二维分

形布朗运动的模拟问题。

３　基于分形理论的矩形相位屏产生方

法

从上可知，利用分形理论产生湍流相位屏的基

点是分形布朗运动与湍流畸变波前具有同样的功率

谱形式和结构函数形式，在惯性区域内可以认为湍

流畸变波前是一个 Ｈｕｒｓｔ参数 犎＝５／６、分形维数

犉＝１３／６的分形布朗运动，这样可以将大气湍流相

位屏的模拟问题转化为分形布朗运动中的分形布朗

曲面的模拟问题，下面介绍产生矩形相位屏的具体

做法。

３．１　产生具有一定相关性的四个初始角点

由于在实际数值模拟过程中，相位屏两个方向上

的采样格点间距通常相等，所以矩形相位屏的长度一

般取为其宽度的２犖 倍，犖 为整数。设所要产生的矩

形相位屏的尺寸大小为犔１×犔２（犔１＝２
犖犔２），由于其

长宽不等且四个角点必须满足大气湍流的统计特

性，故按照下式产生矩形相位屏四个角点的值：

犃１ ＝犚
犪
１＋犚

犫
＋犚

犮，

犃２ ＝犚
犪
２＋犚

犫
－犚

犮，

犃３ ＝犚
犪
３－犚

犫
－犚

犮，

犃４ ＝犚
犪
４－犚

犫
＋犚

犮

烅

烄

烆 ，

（６）

式中犃１，犃２，犃３，犃４是矩形的四个角点，同时也表示

这四个点的值（下同）；犚犪１，犚
犪
２，犚

犪
３，犚

犪
４是均值为零、方

差为σ
２
犪的高斯随机变量；而犚

犫，犚犮是均值为零、方差

分别为σ
２
犫 和σ

２
犮 的高斯随机变量。根据结构函数

（１）式 的定义，有下面三式成立：

犈〈（犃１－犃２）
２〉＝２σ

２
犪＋４σ

２
犮 ＝犇犔

１
，

犈〈（犃１－犃３）
２〉＝２σ

２
犪＋４σ

２
犫＋４σ

２
犮 ＝犇犔，

犈〈（犃１－犃４）
２〉＝２σ

２
犪＋４σ

２
犫 ＝犇犔

烅

烄

烆
２

（７）

式中犇犔
１
＝６．８８（犔１／狉０）

５／３，犇犔
２
＝６．８８（犔２／狉０）

５／３，

犇犔 ＝６．８８（犔／狉０）
５／３，犔 ＝ 犔２１＋犔槡

２
２，求解（７）式

可得

σ
２
犪 ＝ （犇犔

１
＋犇犔

２
－犇犔）／２，

σ
２
犫 ＝ （犇犔－犇犔

１
）／４，

σ
２
犮 ＝ （犇犔－犇犔

２
）／４

烅

烄

烆 ，

（８）

这样求出σ
２
犪，σ

２
犫 和σ

２
犮 的值后，再根据（６）式就可以产

生满足一定相关性的四个初始角点，如图１（ａ）所示。

在矩形相位屏四个初始角点产生后，需要对其

进行细分加密，以使该矩形相位屏达到所要求的采

样点数。可以利用随机中点偏移法［８，１６］来达到这个

目的。

３．２　将矩形分割成若干个小正方形

为了使相位屏在两个方向上的采样格点间距相

等，首先需要将矩形相位屏分割成２犖 个正方形（正

方形的边长是矩形的宽度），如将边犃１犃２ 进行等

分，其中点为犘１：

犘１ ＝
１

２
［犃１＋犃２］＋γ１， （９）

即边上中点的值为其两端点的平均值与一随机变量

之和，随机变量γ１是均值为零、方差为σ
２
γ１
的高斯随机

变量，其方差可由式犈〈（犘１－犃１）
２〉＝犇γ１ 求得

σ
２
γ１ ＝犇γ１－

１

４
犇犔

１
， （１０）

式中犇γ１ ＝６．８８（犔１／２狉０）
５／３。这样可以将犃１犃２一分

为二：犃１犘１、犘１犃２，按照上述的方法继续对犃１犘１、

犘１犃２ 进行等分，直至最后的相邻两点之间的距离为

犔２；同样，可以对犃３犃４ 进行类似操作。最终，可将矩

形相位屏分割成２犖 个小正方形（其边长为矩形的宽

度犔２）。如图１（ｂ）所示，其中正方形犘１犘２犘３犘４ 和

犘１犘４犘５犘６ 是矩形中间的两个正方形，在它们以外

的正方形未画出，以虚线代替。

３．３　 对每个小正方形进行细分加密

在矩形被分割成２犖 个正方形后，按照下面步骤

对每个正方形进行细分加密，以使相位屏达到所需

要的采样点数。这里以正方形犘１犘２犘３犘４ 为例：

１）按下式求正方形中心点犘０ 的值：

犘０ ＝
１

４
［犘１＋犘２＋犘３＋犘４］＋ε０， （１１）

即中心点的值是周围四个角点的平均值与一随机变

量之和，上式右边第一项是通过双线性插值所得的
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值。参见图１（ｃ）。随机变量ε０ 是均值为零、方差为

σ
２
ε０
的高斯随机变量，其方差由下式确定：

犈〈（犘０－犘１）
２〉＝犇１．

　　由上式可求得

σ
２
ε０ ＝犇１－

１

４
犇犔

２
－
１

８
犇槡２， （１２）

其中犇１＝６．８８
犔２

槡２狉（ ）
０

５／３

，犇槡２＝６．８８
槡２犔２
狉（ ）
０

５／３

。

２）按下式求正方形边上的中点犘１２的值：

犘１２ ＝
１

２
［犘１＋犘２］＋η１２， （１３）

即边上中点的值为其两端点的平均值与一随机变量

之和，随机变量η１２ 是均值为零、方差为σ
２

η１２
的高斯随

机变量，其方差可由式犈〈（犘１２－犘１）
２〉＝犇η１２ 求得

σ
２

η１２ ＝犇η１２－
１

４
犇犔

２
， （１４）

式中犇η１２ ＝６．８８（犔２／２狉０）
５／３，类似可求得其余三条

边上的中点犘２３、犘３４、犘１４ 的值，如图１（ｄ）所示。

图１ 产生矩形相位屏的基本过程。（ａ）产生矩形相位屏的四个角点，（ｂ）将矩形相位屏分割成若干个正方形，（ｃ）产生正

方形相位屏的中心点，（ｄ）产生正方形相位屏四条边上的中点

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｏｃｅｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｔｉｎｇａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎ．（ａ）Ｉｎｉｔｉａｌｉｚｉｎｇｆｏｕｒｃｏｒｒｅｌａｔｅｄｃｏｒｎｅｒｓ，（ｂ）ｄｉｖｉｄｉｎｇａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ

ｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｉｎｔｏｌａｒｇｅａｍｏｕｎｔｏｆｓｑｕａｒｅｓ，（ｃ）ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆａｓｑｕａｒｅ，（ｄ）ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｓｏｆ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｓｑｕａｒｅｓｉｄｅｓ

图２ 矩形湍流相位屏的某次实现结果

Ｆｉｇ．２ Ｏｎｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｆｏｒａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｔｕｒｂｕｌｅｎｔｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎ

　　这样，通过以上两步可以将一个正方形分成四

个小正方形，每个小正方形的边长是原正方形边长

的一半。随后，再对每个小正方形进行上述步骤１）

和２）的迭代操作直到该矩形相位屏达到所要求的

采样点数为止。

根据实际数值模拟中的要求，这种产生矩形相

位屏的方法可以通过设置犔１ 和犔２ 获得不同的长宽

比，产生数值模拟中所需要的相位屏尺寸，从而可以

有效地利用计算机资源。

４　数值模拟结果及分析

我们根据第３节中所介绍的方法产生了矩形相

位屏，并将计算结果与解析理论结果作比较，利用所

产生矩形相位屏的空间和时间统计特性来检验这种

方法的可靠性。

产生相位屏的基本参数为：波长为１．５５×

１０－６ｍ，相位屏采样点间隔为０．０１ｍ，相位屏所代

表的湍流层厚度为２００ｍ，进行１００００次实现以获

得统计平均的结果。图２是矩形相位屏（４０９６×６４

格点）的某次实现结果，可以看到，模拟产生的矩形

相位屏的高频成份和低频成份都很丰富。

大气湍流相位的统计特性可以用空间和时间相

位结构函数来描述，因此可以将相位结构函数作为

验证模拟的相位屏正确与否的一种判断标准。大气

湍流Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ谱的空间和时间相位结构函数分

别由（１）式和（２）式给出。我们将相位结构函数的数

值模拟结果与理论结果作了对比。
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４．１　相位屏的空间统计特性

相位屏采样点数为５１２×６４格点，即长宽比为

８。在此参数条件下，空间相位结构函数的理论值与

计算值如图３（ａ）所示，图中最上面两条曲线分别是

相位结构函数的理论值和计算值。可以看到，数值

模拟产生的相位屏空间结构函数与理论值符合得相

当好，特别是在所关注的高频和低频区域。

为了与已有的相位屏产生方法作比较，还对采

用功率谱反演法（不包括低频补偿）、考虑低频补偿

的功率谱反演法和基于分形理论产生相位屏的三种

方法的结果进行了比较，如图３（ａ）所示。用以进行

统计平均的矩形相位屏采样点是５１２×６４，其中，基

于功率谱反演法产生的相位屏是一个５１２×５１２格

点数的正方形相位屏，选取其中的一部分５１２×６４

格点区域用以计算其相位结构函数，对这样产生的

长相位屏条进行多次实现，求其统计平均值，与相位

结构函数的解析理论结果进行比较。从图中可以看

出，即使进行了一定程度的低频补偿，功率谱反演法

所得到的相位结构函数与理论值仍有较大的差距。

图３ 矩形相位屏的空间（ａ）、时间（ｂ）相位结构函数计算值与理论值的比较

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｉｍｕｌａｔｅｄｖａｌｕｅｓａｎｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｏｎｅｓｏｆｓｐａｔｉａｌ（ａ），ｔｅｍｐｏｒａｌ（ｂ）ｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｏｆｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｓ

４．２　相位屏的时间统计特性

矩形湍流相位屏将应用在包含时间进程的光波

大气传输及其自适应光学相位校正的数值模拟研究

中，故其时间统计特性是否符合理论预言至关重要。

下面考察矩形湍流相位屏的时间统计特性。相位屏

采样点数为８１９２×２５６格点，即长宽比为３２，大气

相干长度为狉０＝０．６４２ｍ，风速为５ｍ／ｓ。在此参数

条件下，时间相位结构函数的理论值与计算值如

图３（ｂ）所示。

从图３我们可以看到，对分形法产生的矩形湍

流相位屏而言，其空间和时间相位结构函数的数值

计算结果与解析理论结果符合较好，特别在所关注

的低频和高频区域，能较为准确地反映大气湍流对

光波的影响；与其它产生相位屏方法相比，无需作低

频或高频补偿即可达到较高的数值模拟精度，这使

得它的计算效率非常高。

基于分形理论产生矩形湍流相位屏的方法可以

根据实际需求产生相应尺寸的湍流相位屏。如要产

生犘×犙 个采样点的相位屏，该算法的计算量为

犗（犘犙）；谱反演法的计算量为 犗［ｍａｘ（犘２ｌｏｇ２犘，

犙２ｌｏｇ２犙）］；若包括低频补偿，所需计算量更大，达到

犗｛ｍａｘ［犘２（ｌｏｇ２犘＋９犖），犙
２（ｌｏｇ２犙＋９犖）］｝，这里

犖 表示进行低频成份补偿的程度；对于Ｚｅｒｎｉｋｅ多

项式法而言，其计算量为犗［犚２（犚２＋犘犙）］，其中犚

表示Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的项数。故从计算量来考虑，

分形法具有很大的优势。所以，基于分形理论产生

矩形湍流相位屏的算法简单、计算效率高，又因其与

大气湍流的时空统计特性符合较好，故特别适合于

大规模的光波大气湍流效应及其自适应光学相位校

正动态控制过程的数值模拟研究。

５　结　　论

在包含时间进程的大气湍流效应及其自适应光

学相位校正动态控制过程的数值模拟研究中，要求

有一种能有效产生精度较高的长而窄湍流相位屏的

方法，特别是在包含时间进程的光波在湍流介质中

传输及其自适应光学相位校正，如长曝光成像和自

适应光学系统的动态控制过程中就有这样的需求。

目前常用的湍流相位屏产生方法生成的都是正方形

的湍流相位屏，而在实际使用时只采用其中一部分

即截取一个矩形部分；并且，通常还必须作低频成份

补偿或高频成份补偿才能与理论结果较为一致，这
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样会增加相当大的计算量，而且需占用较多的计算

机资源，使得其计算效率较低，在大规模的数值模拟

研究中很难得到实际应用。

基于此，首先介绍了湍流畸变波前的分形特征，

而后提出了一种直接产生矩形湍流相位屏的方法，

其长宽比可以根据实际应用中的需要设定。并将数

值计算结果与解析理论结果进行了比较，结果表明，

无论是在低频区域还是在高频区域，相位屏的空间

和时间统计特性与理论结果都能得到较好的相符。

从计算效率角度考虑，基于分形理论产生矩形相位

屏的方法所需的计算量和占用计算机资源均较少。

与现有的方法相比，本文提出的方法的模拟精度及

计算效率都具有明显的优势，可以在大规模的光波

大气传输及其自适应光学相位校正数值模拟研究中

得到具体应用。
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