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光脉冲传输的犞狅犾狋犲狉狉犪级数模型收敛性质的研究
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摘要　利用级数收敛理论，推导出了基于Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数理论的非线性薛定谔方程（ＮＬＳＥ）半解析解的收敛性质的

表达式，得到了保证级数收敛所允许的光脉冲最大输入功率、传输距离和所用 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数模型的阶数以及与光

纤参数之间的关系。利用数值计算得到了在给定光纤参数的情况下，使用不同阶数的Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数时为保证级数

收敛所允许的光脉冲最大输入功率和传输距离的关系曲线，结果表明，使用不同阶数的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数来描述光脉

冲传输时，与阶数相对应的为保证级数收敛所允许的光脉冲最大输入功率也不同，同时脉冲的宽度和光纤的色散

都对为保证级数收敛所允许的光脉冲最大输入功率有影响。
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１　引　　言

光脉冲在光纤中的传输演化过程可以用非线性

薛定谔方程（ＮＬＳＥ）来描述，包括色散和各种非线

性效应如自相位调制、交叉相位调制和四波混频等，

都可以用 ＮＬＳＥ来描述。一般情况下 ＮＬＳＥ不适

于解析求解，通常使用数值方法对其求解，如目前最

常用的分步傅里叶方法［１，２］。数值方法是不能显示

光脉冲在光纤内传输时光纤色散、非线性以及二者

相互作用是如何影响光脉冲的演化的，所以无法借

助数值方法求解 ＮＬＳＥ来寻找消除非线性效应对

光脉冲影响的方法，尤其是在需要考虑到信道内非

线性效应的高速大容量光纤通信系统中。Ｋ．Ｖ．

Ｐｅｄｄａｎｎｒａｇａｒｉ等
［３］提出基于 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数传递函

数（ＶＳＴＦ）的 ＮＬＳＥ的半解析闭式近似解，作为一

种在频域内描述光纤信道性质的传递函数［４］。此

后，人们开始关注于应用ＮＬＳＥ的ＶＳＴＦ解来研究

非线性效应对光脉冲的影响和光纤传输链路的优化

及光纤信道容量［４～９］。本文主要分析了ＶＳＴＦ解收

敛的性质，并推导出了在保证ＶＳＴＦ解收敛的情况

下，描述ＶＳＴＦ的阶数狀，光纤物理参数以及输入脉



光　　　学　　　学　　　报 ２８卷

冲的功率和半峰全宽相互关系的解析表达式，为合

理地利用不同阶数的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数传递函数逼近

光脉冲在光纤中传输的精确解和对光通信系统的非

线性分析提供了理论依据。

２　非线性薛定谔方程的 ＶＳＴＦ解及

其收敛性质

２．１　非线性薛定谔方程的犞犛犜犉解

描述光脉冲在光纤中传输演化过程的非线性薛

定谔方程为

ｉ
犃

狕
＝－ｉ

α
２
犃＋β

２

２

２犃

犜
２－γ 犃

２犃， （１）

式中犜＝狋－狕／狏ｇ，狕为传输距离，狏ｇ 为脉冲的群速

度；犃＝犃（狕，犜）为脉冲包络的慢变振幅；α，β２ 和γ

分别为光纤的衰减、二阶色散和非线性系数。设

～犃（狕，ω）为犃（狕，犜）的傅里叶变换，将（１）式做傅里

叶变换，得到ＮＬＳＥ的频域表示形式


～犃（狕，ω）

狕
＝ －

α
２
－
ｉ

２β
２ω（ ）２ ～犃（狕，ω）＋ｉγ４π２

～犃（狕，ω１）
～犃（狕，ω２）

～犃（狕，ω－ω１＋ω２）ｄω１ｄω２， （２）

用ＶＳＴＦ所表示的ＮＬＳＥ的半解析闭式解为
［３］

～犃（ω，狕）＝犎１（ω，狕）
～犃ｉｎ（ω）＋犎３（ω１，ω２，ω，狕）

～犃ｉｎ（ω１）
～犃
ｉｎ（ω２）

～犃ｉｎ（ω－ω１＋ω２）ｄω１ｄω２＋

犎５（ω１，ω２，ω３，ω４，ω，狕）
～犃ｉｎ（ω１）

～犃
ｉｎ（ω２）

～犃ｉｎ（ω３）
～犃
ｉｎ（ω４）×

～犃ｉｎ（ω－ω１＋ω２－ω３＋ω４）ｄω１ｄω２ｄω３ｄω４＋…， （３）

式中 ～犃ｉｎ（ω）为输入脉冲犃ｉｎ（狋）＝犃（狕＝０，犜）的傅里叶变换，犎狀（ω１，ω２，…，ω狀－１，ω－ω１＋ω２－…＋ω狀－１，狕）

为其狀阶核函数，只与光纤的物理参数及距离有关，在光纤中不存在偶数阶的非线性效应，所以（３）式中只包

含奇数阶的核函数。将（３）式代入（２）式可以求得不同阶数的犎狀 的表达式：

犎１（ω，狕）＝ｅｘｐ －
α狕
２
－ｉβ

２ω
２狕（ ）２
， （４）

犎３（ω，ω１，ω２，狕）＝ｉ
γ
４π

２犎１（ω，狕）
１－ｅｘｐ［－α狕－ｊβ２（ω１－ω）（ω１－ω２）狕］

α＋ｊβ２（ω１－ω）（ω１－ω２）
． （５）

　　５阶核函数的表达式如文献［３］中的（１２）式所示。

当用（３）式来描述光脉冲在一段光纤中传输后的结果时，包含更高阶数的犎狀 可以提高解的精确度，但

是通常情况下，高于５阶的犎狀 的表达式形式将会变得很复杂，一般将（３）式截止到３阶或者５阶。

２．２　非线性薛定谔方程的犞犛犜犉解的收敛性质

（３）式是一种幂函数的形式
［１０］，根据三角不等式，可以得到

～犃（ω，狕）≤ 犎１（ω，狕）
～犃ｉｎｍａｘ（ω）＋犎３（ω１，ω２，ω，狕）ｄω１ｄω２

～犃ｉｎｍａｘ（ω）
３
＋……＋

∫…∫犎狀（ω１，…，ω狀－１，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－１
～犃ｉｎｍａｘ（ω）

狀
＋…， （６）

当且仅当（６）式右边的无限项幂级数的和收敛才能保证Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的收敛，因此不等式（７）必须被满足

∫…∫犎狀（ω１，…，ω狀－１，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－１ 
～犃ｉｎｍａｘ（ω）

狀

∫…∫犎狀－２（ω１，…，ω狀－３，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－３ 
～犃ｉｎｍａｘ（ω）

狀－２
＜１． （７）

　　由此可以得到保证ＶＳＴＦ解收敛的一个准则，即

～犃ｉｎｍａｘ（ω）
２
＜
∫…∫犎狀－２（ω１，…，ω狀－３，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－３

∫…∫犎狀（ω１，…，ω狀－１，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－１
． （８）

　　设输入的高斯型光脉冲为

犃ｉｎ（犜）＝ 犘槡 ０ｅｘｐ －
犜２

２犜（ ）２
０

， （９）

犘０ 为输入脉冲的峰值功率，犜０ 为输入脉冲的半峰全宽，对（９）式做傅里叶变换，可得输入脉冲的频域形式

４２３
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～犃ｉｎ（ω）＝ ２π犘槡 ０犜０ｅｘｐ［－（ω犜０）
２／２］， （１０）

因此，有

～犃ｉｎｍａｘ（ω）
２
＝２π犘０犜

２
０． （１１）

将（１１）式代入（８）式，可得

犘０ ＜
１

２π犜
２
０

∫…∫犎狀－２（ω１，…，ω狀－３，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－３

∫…∫犎狀（ω１，…，ω狀－１，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－１
． （１２）

　　只有当不等式（１２）被满足时，才能保证（３）式收敛，因此要求犘０的最大值要小于（１２）式右边的最小值，

将满足上述要求的犘０ 的最大值记为犘０ｕｐ－狀，即保证狀阶ＶＳＴＦ解收敛的输入脉冲功率的上限值为

犘０ｕｐ－狀 ＝ｍｉｎ
１

２π犜
２
０

∫…∫犎狀－２（ω１，…，ω狀－３，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－３

∫…∫犎狀（ω１，…，ω狀－１，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－
烅

烄

烆

烍

烌

烎１

． （１３）

　　类似地，在输入脉冲峰值功率一定的情况下，为保证狀阶ＶＳＴＦ解收敛的脉冲宽度的上限值为

犜０ｕｐ－狀 ＝ｍｉｎ
１

２π犘０
∫…∫犎狀－２（ω１，…，ω狀－３，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－３

∫…∫犎狀（ω１，…，ω狀－１，ω，狕）ｄω１…ｄω狀－
烅

烄

烆

烍

烌

烎１

１／２

． （１４）

式中，犎狀（ω１，ω２，…，ω狀－１，ω－ω１＋ω２－…＋ω狀－１，狕）

为狀阶核函数，它与光纤的参数如色散、衰减及非线

性系数和传输距离有关，因此，可以将（１３）式和

（１４）式看作是为保证狀阶 ＶＳＴＦ解收敛和准确度

的情况下，输入光脉冲的参数和光纤物理参数之间

的相互制约关系。

图１ ３阶ＶＳＴＦ解的输入脉冲峰值功率上限和传输光纤

长度的关系曲线

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｃｕｒｖｅｏｆｉｎｐｕｔｐｕｌｓｅ′ｓｐｅａｋｐｏｗｅｒ

ｕｐｂｏｕｎｄｓｆｏｒ３ｒｄＶＳＴＦｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｆｉｂｅｒｌｅｎｇｔｈ

３　数值分析

将犎１，犎３和犎５ 的表达式代入（１３）式中，分别

得到犘０ｕｐ－３和犘０ｕｐ－５的表达式。图１和图２分别给

出了３阶 ＶＳＴＦ解和５阶 ＶＳＴＦ解的允许输入功

率的上限值和传输距离的关系曲线，其中不同的色

散值代表最常使用的三种光纤：单模光纤（ＳＭＦ），

犇＝１６ｐｓ／（ｎｍ·ｋｍ），色散位移光纤（ＤＳＦ），犇＝

２ｐｓ／（ｎｍ·ｋｍ）和 色 散 补 偿 光 纤 （ＤＣＦ），犇 ＝

１００ｐｓ／（ｎｍ·ｋｍ）；为了比较色散对犘０ｕｐ－狀的影响，

将三种光纤的衰减和非线性系数设为相同的值，输

入脉冲的半宽度犜０ 均为９ｐｓ（对应于４０Ｇｂｉｔ／ｓ的

传输速率）。

图２ ５阶ＶＳＴＦ解的输入脉冲峰值功率上限和传输光纤

长度的关系曲线

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｃｕｒｖｅｏｆｉｎｐｕｔｐｕｌｓｅ′ｓｐｅａｋｐｏｗｅｒ

ｕｐｂｏｕｎｄｓｆｏｒ５ｔｈＶＳＴＦｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｆｉｂｅｒｌｅｎｇｔｈ

由图１可以看出，犘０ｕｐ－３的值随着传输距离的增

加而减小，并逐渐趋于稳定；当传输距离超过１ｍ后，

不同色散参数的光纤所对应的犘０ｕｐ－３逐渐出现明显

的差异，色散参数的绝对值越大，犘０ｕｐ－３越大。图２所

示的曲线变换的趋势与图１类似。但可以看出，相同

色散参数和传输距离的情况下，犘０ｕｐ－５＞犘０ｕｐ－３。

在传输距离很短的时候，色散起主要作用，

５２３
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ＶＳＴＦ的一阶项可以精确地描述色散对光脉冲的作

用，三阶和五阶项所表示的非线性作用较小，所以此

时允许较大的输入功率。随着传输距离的增加，非

线性效应的累积越大，因此为保证ＶＳＴＦ解的精确

和收敛就需要包含更高阶的项，或者降低输入脉冲

的功率以减小非线性效应。对于不同色散参数的光

纤而言，色散参数越大，其色散长度犔Ｄ＝犜０／β２ 越

小，传输相同的距离时，色散的作用相对非线性效应

的影响就越大，因此可以允许较大的输入功率。从

（１４）式还可以看出，在输入脉冲的峰值功率一定的情

况下，犜０ｕｐ－狀与传输距离的关系类似于图１和图２，随

着传输距离的增加，犜０ｕｐ－狀越小最后趋于稳定。

４　结　　论

利用级数收敛的理论，推导出了保证狀 阶

ＶＳＴＦ解收敛的输入脉冲功率的上限值犘０ｕｐ－狀和半

峰全宽的上限值犜０ｕｐ－狀的表达式，给出了采用不同

阶数的 ＶＳＴＦ解描述光脉冲在光纤中的传输演化

时，阶数、光纤参数和输入脉冲参数之间的相互制约

关系，并分别对３阶和５阶ＶＳＴＦ解的情况计算了

不同传输长度下的犘０ｕｐ－狀，与理论分析的结论一致。

所得结论为合理利用不同阶数的 ＶＳＴＦ解逼近光

脉冲在光纤中传输的精确解和对光通信系统的非线

性分析提供了理论依据。
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