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基于无约束非线性优化算法的光强自相关函数拟合
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摘要　在光子相关光谱（ＰＣＳ）颗粒测量技术中非线性累积反演方法是一种重要的算法。采用无约束非线性优化算

法对反演过程中相关曲线的拟合问题进行了分析和研究，实现了从任意初始值开始获取最优非线性拟合解，并给

出了算法的实现步骤。采用此方法对５０ｎｍ，１００ｎｍ，２００ｎｍ和５００ｎｍ的标准聚苯乙烯乳胶颗粒的实测光强自相

关函数数据进行了拟合，并反演了颗粒粒径，与其他曲线拟合算法相比，本算法不但对初始值的依赖性小，而且得

到的颗粒粒径更接近乳胶颗粒的标称直径，测量误差更小。
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１　引　　言

光子相关光谱（ＰＣＳ）技术是测量亚微米与纳米

颗粒粒度及其分布的有效方法，由于布朗运动，在激

光光源照射下，悬浮液中的颗粒在某一角度下的散

射光强相对于某一平均值随机涨落［１］。这种涨落的

快慢与颗粒的粒径有关。ＰＣＳ技术就是通过这种

涨落变化的快慢，得到影响这种变化的颗粒粒径信

息［２］。从光强自相关函数反演颗粒粒度信息属于第

一类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程求解，而这一方程又是病

态方程，所以粒度反演一直是ＰＣＳ方法的难点。尽

管已经提出了多种反演方法，但绝大多数算法不能

给出令人满意的稳定粒度分布［３～７］。１９７２ 年，

Ｋｏｐｐｅｌ提出了累积分析法，是迄今为止唯一被国际

标准认可的方法［８］。其基本原理是把电场自相关函

数的对数表示成关于延迟时间τ的多项式，利用线

性最小二乘法拟合相关函数。缺点是当采集不同数

量的数据点时，拟合出来的参数不一致。２００１年

Ｆｒｉｓｋｅｎ提出直接对自相关函数进行非线性拟合
［９］。

本文就是要解决自相关函数非线性拟合的问题。

２　累积分析法及改进

由Ｋｏｐｐｅｌ的推导可知，归一化电场自相关函数

犵
（１）（τ）的对数恒等于累积母函数犓（－τ，Γ），即

犓（－τ，Γ）＝ｌｎ［犕（－τ，Γ）≡ｌｎ［犵
（１）（τ）］。（１）
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　　对累积母函数犓（－τ，Γ）进行犿阶求导得到犿

阶累积量

犽犿（Γ）＝
ｄ犿犓（－τ，Γ）

ｄ（－τ）
犿

－τ＝０

。 （２）

　　展开后得到犽１＝∫
∞

０
Γ犌（Γ）犱（Γ）＝珚Γ，犽２＝μ２，

犽３ ＝μ３ ，其中μ犿 ≡∫
∞

０
犌（Γ）（Γ－珚Γ）

犿犱Γ。

第一阶累积量珚Γ为衰减线宽的平均值，二阶累

积量μ２ 为衰减线宽的方差，其相对值是衰减率分布

宽度的度量：Ｐｏｌｙ＝μ２／珚Γ
２ ，称为多分散系数，当所

测量的颗粒是单分散时，Ｐｏｌｙ＝０，随着颗粒粒径分

布的宽度增大，测得的多分散系数也随之增大，由于

累积分析法多用于单峰分布，一般Ｐｏｌｙ≤０．３时有

效。三阶累积量μ３ 的相对值，用于表征衰减率分布

的倾斜或非对称特征：Ｓｋｅｗ＝μ３／（μ２）
３／２ 称为偏度

系数，它可以给出分布是左偏或右偏。

对（１）式进行泰勒展开，得到

ｌｎ狘犵
（１）（τ）狘＝－珚Γτ＋

１

２！μ
２τ
２
－
１

３！μ
３τ
３
＋

１

４！
（μ４－３μ

２
２）τ

４
＋…＋犽犿

（－τ）
犿

犿！
， （３）

由归一化光强自相关函数犵
（２）（τ）与犵

（１）（τ）的关系

犵
（２）（τ）＝１＋β［犵

（１）（τ）］
２ ，可得

ｌｎ［犵
（２）（τ）－１］＝ｌｎβ＋２［－珚Γτ＋

１

２！μ
２τ
２
－

１

３！μ
３τ
３
＋
１

４！
（μ４－３μ

２
２）τ

４
＋…］。 （４）

　　累积分析法使用的条件是（４）式的高阶项的影

响不显著。累积分析法由相关器测定出实验基线

Ｂ，利用最小二乘法对（４）进行线性拟合，得到需要

的参数值。虽然许多性能优良的相关器可以测定实

验基线，但是当采集的数据中混有噪声时，实验基线

就会变得不稳定。为了避免这种情况，２００１年

Ｆｒｉｓｋｅｎ采用非线性拟合算法拟合参数，对（３）式两

边同时取自然对数，得到

犵
（１）（τ）＝ｅｘｐ［－珚Γτ＋

１

２！μ
２τ
２
－
１

３！μ
３τ
３
＋

１

４！
（μ４－３μ

２
２）τ

４
＋…＋犽犿

（－τ）
犿

犿！
］。 （５）

从而有

犵
（２）（τ）＝１＋β｛ｅｘｐ［－２珚Γτ＋μ２τ

２
－
２

３！μ
３τ
３
＋

２

４！
（μ４－３μ

２
２）τ

４
＋…＋２犽犿

（－τ）
犿

犿！
］｝ （６）

对上式直接进行非线性拟合，得到所需参数值。

３　非线性拟合累积分析法的实现

非曲线拟合通常的求解方法具有局部收敛性，

需要给出合适的初值，若初值选择不当，就有可能致

使迭代值不是逼近真值，而是远离真值。计算实践

表明，迭代不收敛是常常遇到的。对（６）式在２次项

处截断，采用最小二乘法进行拟合，初始解向量取

［１，１］时拟合结果为 ［１，１］。当初始解向量取为

［１，０．１］时拟合结果为［０．６４６２１，０．００３４３３４］。比

较两次拟合结果不难发现初始值的不同会引起拟合

结果的很大差异。因此，在对自相关函数进行非线

性拟合时，在预先无法对所求参数初始量进行估计

的情况下，为得到最接近真值的解，需要寻求一种有

效的寻优求解方法。

自从１９６５年单体法（ＮＭ）提出以来，作为无约

束非线性的最优化方法，得到广泛应用。使用该方

法进行非线性曲线的拟合，拟合结果不依赖于设定

的初始值，拟合误差非常小，反演结果准确［１０］。

ＮＭ算法是一个用来求实值函数犳（狓），狓∈

犚狀 ，最小值的算法。为定义一个完整的ＮＭ 算法，

必须给定四个标量参数，它们是反射系数ρ，延展系

数χ，伸缩系数γ，及收缩系数σ。

在第犽（犽≥０）层迭代的开始，以犚
狀空间中的狀

＋１个点为顶点，形成一个非退化的单纯形Δ犽 。然

后对这狀＋１个点排序，记作狓
（犽）
１ ，狓

（犽）
２ ．．．，狓

（犽）
狀＋１ ，

使得犳
（犽）
１ ≤犳

（犽）
２ ≤…犳

（犽）
狀＋１ 。通过第犽次循环后得到

狀＋１个顶点构成的新单纯形作为下一次迭代的开

始，即Δ犽＋１ ≠Δ犽 。因为本文的目的是求函数犳（狓）

的最小值，记狓
（犽）
１ 为最好的顶点，狓

（犽）
狀＋１ 为最差的顶

点，狓
（犽）
狀 为次差的顶点。同理，犳

（犽）
１ 为最好的函数

值，依此类推。

ＮＭ算法的每次迭代法则如下：

１．对狀＋１个顶点排序，使得犳（狓１）≤犳（狓２）≤

… ≤犳（狓狀＋１），然后遵循下面算法。

２．求出反射点狓ｒ，如果犳１≤犳ｒ≤犳狀 ，接受狓ｒ

，中止这层迭代。

３．如果犳ｒ＜犳１ ，求出延展点狓ｅ，并计算函数

值犳ｅ＝犳（狓ｅ）。如果犳ｅ＜犳ｒ，接受狓ｅ，中止这层

迭代。否则接受狓ｒ，中止这层迭代。

４．如果犳ｒ≥犳狀 ，取狓狀＋１ 与狓ｒ两者中的优者，

再和珚狓之间作一次伸缩。向外伸缩，如果犳狀≤犳ｒ≤

犳狀＋１ ，进行向外伸缩。求出向外伸缩点狓ｃ，并计算

函数值犳ｃ＝犳（狓ｃ），如果犳ｃ≤犳ｒ，接受狓ｃ，中止这

层迭代。否则跳到第５步。向内伸缩，如果犳ｒ ≥

犳狀＋１ ，进行向内伸缩。求出向内伸缩点狓ｃｃ，并计算

０９２
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函数值犳ｃｃ＝犳（狓犮犮），如果犳ｃｃ＜犳狀＋１ ，接受狓ｃｃ，中

止这层迭代。否则跳到第５步。

５．计算犳在狏犻＝狓１＋σ（狓犻－狓１），犻＝２，．．．，

狀＋１，这狀个点处的函数值，则下一层的单纯形由

狓１，狏２，…，狏狀＋１ 这狀＋１个点构成。

对（６）式在３次项处截断，利于上述算法，采用

如下 Ｍａｔｌａｂ程序，对式中的参数进行拟合得：

Ａ＝ｌｏａｄ（＇ｄ５０．ｔｘｔ＇）；％载入数据文件；

ｘ＝Ａ（：，１）＇；％相关通道；

ｙ＝Ａ（：，２）＇；％归一化相关函数值；

ｐｌｏｔ（ｘ，ｙ，＇ｒｏ＇）；ｈｏｌｄｏｎ；％相关函数原始数据；

ａ０＝［１１］；％ 被估参数的初试猜测；

ａ＝ｆｍｉｎｓｅａｒｃｈ（＠ｅｘｐｓ，ａ０，ｏｐｔｉｏｎｓ，ｘ，ｙ）；％

利用上述原理进行参数估计；

Ｙ＝ａ（１）ｅｘｐ（－ａ（２）ｘ）；ｐｌｏｔ（ｘ，Ｙ，＇ｂ＇）；％

拟合数值；

ｙｅ＝Ｙ－ｙ；ｐｌｏｔ（ｘ，ｙｅ，＇ｋ＇）；％拟合误差

图１ 对标准聚苯乙烯乳胶颗粒进行测量。（ａ）粒径为

５０ｎｍ，拟合结果为５０．１ｎｍ；（ｂ）粒径为１００ｎｍ，拟

合结果为９９．８ｎｍ；（ｃ）粒径为２００ｎｍ，拟合结果为

１９８．２ｎｍ；（ｄ）粒径为５００ｎｍ，拟合结果为５００ｎｍ

Ｆｉｇ．１ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆｎｏｒｍａｌｐｏｌｙｓｔｙｒｅｎｅｌａｔｅｘｐａｒｔｉｃｌｅ．

（ａ）５０ｎｍｐａｒｔｉｃｌｅ，ｉｎｖｅｒｓｅｒｅｓｕｌｔｉｓ５０．１ｎｍ；

（ｂ）１００ｎｍｐａｒｔｉｃｌｅ，ｉｎｖｅｒｓｅｒｅｓｕｌｔｉｓ９９．８ｎｍ；

（ｃ）２００ｎｍｐａｒｔｉｃｌｅ，ｉｎｖｅｒｓｅｒｅｓｕｌｔｉｓ１９８．２ｎｍ；

（ｄ）５００ｎｍｐａｒｔｉｃｌｅ，ｉｎｖｅｒｓｅｒｅｓｕｌｔｉｓ５００ｎｍ

４　实验分析

为了检验非线性拟合累积分析法的反演效果，

在相同的实验条件下分别对粒径为５０ｎｍ，１００ｎｍ，

２００ｎｍ和５００ｎｍ的标准聚苯乙烯乳胶颗粒进行测

量，并用上述方法对实验数据进行了反演。入射光

在真空中的波长为６３２．８ｎｍ，分散介质（水）折射率

１．３３３，散射角９０°，测量温度２５℃，玻尔兹曼常数

ＫＢ＝１．３８０７×１０－２３Ｊ·Ｋ－１，水的黏度系数１．３０７×

１０－６Ｎ·Ｓ·Ｋ－１，反演结果如图１所示。

　　可以看出，对于５０ｎｍ，１００ｎｍ，２００ｎｍ 和

５００ｎｍ标准聚苯乙烯乳胶颗粒，采用ＮＭ 算法的非

线性累积分析法均给出了稳定的实验基线，利用该

方法可以获得准确的颗粒粒径。

５　结　论

分析了传统累积分析法和非线性累积分析法，

在非线性累积分析法的基础上，采用无约束非线性

优化算法解决了非线性拟合中难以确定初值的问

题，实现了从任意初始值开始获取最优非线性拟合

解。应用此算法反演了５０ｎｍ，１００ｎｍ，２００ｎｍ和

５００ｎｍ标准聚苯乙烯乳胶颗粒的粒径。实验结果

证明，采用非线性累积分析法不但可以给出稳定的

实验基线，而且反演出的颗粒粒径更加稳定，计算误

差更小。
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