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五阶非线性作用下光纤中类明孤子运动方程的变分研究

刘文军
（南京信息工程大学数理学院，江苏 南京２１００４４）

摘要　当考虑到五阶非线性对光脉冲传输的影响时，光纤中类明孤子的传输服从含五阶非线性修正项的非线性

Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程。利用何氏半反推法建立该类明孤子运动方程的变分形式，然后应用何氏变分法导出该方程基态

孤子解的双曲正割表达式。同时，受何氏指数函数方法的启发，建立了一种新的高斯表达式。一方面，基于得到的

显式表达式相关学者可进一步研究五阶非线性对光脉冲传输的影响。另一方面，该求解过程也进一步显示了用何

氏变分法求解数学物理中非线性发展方程的简洁有效性。

关键词　光纤光学；类明孤子；何氏变分法；指数函数法；高斯表达式
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１　引　　言

Ｈａｓｅｇａｗａ和 Ｔａｐｐｅｒｔ
［１，２］于１９７３年首次提出

光孤子的概念，并从理论上证明了任何无损光纤中

的光脉冲在传输过程中能形变为孤子后稳定传输。

光孤子通信具有高码率、长距离（无需中继）和大容

量的优点，可以构成超高速传输系统，因此光孤子及

其在通信中的应用研究引起了学术界和工业界的高

度重视。近年来，光孤子的研究取得了令人瞩目的

进展［３～５］。考虑到各种微扰因素的影响，孤子脉冲

的传输服从含修正项的非线性Ｓｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒ方程

（ＭＮＬＳ）。关于孤子随传播距离演化规律的研究以

及ＭＮＬＳ的数值解或解析解的算法研究已成为目前

国内外信息光学领域的一个十分活跃的研究方向。

谢应茂［６］研究了微扰对类明孤子在光纤中非线

性传输特性的影响，并统一了在单模光纤、色散缓变

光纤或色散控制光纤中类明孤子脉冲参量演化的动

力学方程。马松华和方建平利用改进的里卡蒂

（Ｒｉｃｃａｔｉ）方程映射法
［７］，得到了联立薛定谔方程（负

ＫｄＶ 方程）新的精确解，并由此模拟出了联立

Ｓｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒ方程的不传播光孤子和传播光孤子以

及光孤子的中和现象。最近，王永祥等［８］考虑了五

阶非线性对光脉冲传输的影响。此时，在光纤中传
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输的类明孤子满足含五阶非线性修正项的下列非线

性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程
［９］

ｉ
ψ
犣
＋
１

２

２

ψ
犜

２＋狘ψ狘
２

ψ＝－γ狘ψ狘
４

ψ， （１）

式中ψ（犣，犜）表示归一化的类明孤子脉冲传输包络

函数，犣和犜 分别表示归一化的传输距离和时间。

王永祥等首先设方程（１）的尝试解为

ψ（犣，犜）＝犃（犣）ｓｅｃｈ
犜－ξ（犣）

犪（犣［ ］） ×

ｅｘｐ｛ｉω（犣）［犜－ξ（犣）］＋ｉ犫（犣）犜
２
＋ｉφ（犣）｝，

然后采用变分法导出了光纤中类明孤子各参数随传

输距离演化的方程组并研究了脉宽与距离、叨啾与

脉宽之间的关系。

本 文 将 首 先 应 用 何 氏 变 分 法［１０］ （Ｈｅ′ｓ

ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ）来导出方程（１）的行波解的双曲

正割（ｓｅｃｈ）表达式。同时，受何氏指数函数方法
［１１］

（Ｈｅ′ｓｅｘｐｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）的启发，本文还将建立

一种新的高斯表达式。

２　变分描述

寻求方程（１）下列形式的行波解

ψ（犣，犜）＝犳（ξ）ｅｘｐ［ｉ（犿犜－狀犣）］，

ξ＝犜－犝犣， （２）

式中函数犳与波速犝 待定，犿，狀为常数。将（２）式

代入方程（１），得

１

２
犳″＋ｉ（犿－犝）犳′＋ 狀－

１

２
犿（ ）２ 犳＋

狘犳狘
２
犳＋γ狘犳狘

４
犳＝０， （３）

为了消去虚部，我们令犿＝犝 ，并记狀＝
１

２
犿２－α，

则犳可假定为实函数。这样，方程（３）化为

１

２
犳″－α犳＋犳

３
＋γ犳

５
＝０， （４）

利用何氏半反推法（Ｈｅ′ｓｓｅｍｉｉｎｖｅｒｓｅｍｅｔｈｏｄ），可

建立下列变分形式

犑＝∫
∞

０

１

４
（犳′）

２
＋
１

２
α犳

２
－
１

４
犳
４
－
１

６
γ犳［ ］６ ｄξ．

（５）

３　 基态孤子解

３．１ 双曲正割（ｓｅｃｈ）表达式

应用何氏变分法，首先寻找方程（４）的如下形式

的孤立波解

犳＝狆ｓｅｃｈ（狇ξ）， （６）

式中狆与狇均为待定常数。

将（６）式代入（５）式，得

犑＝∫
∞

０

１

４
狆
２
狇
２ｓｅｃｈ２（狇ξ）ｔａｎｈ

２（狇ξ）［ ＋

１

２
α狆

２ｓｅｃｈ２（狇ξ）－
１

４
狆
４ｓｅｃｈ４（狇ξ）－

１

６
γ狆

６ｓｅｃｈ６（狇ξ ］）犱ξ
＝
狆
２
狇
１２
＋
α狆

２

２狇
－
狆
４

６狇
－
４γ狆

６

４５狇
，

从而

犑

狆
＝
狆狇
６
＋
α狆
狇
－
２狆

３

３狇
－
８γ狆

５

１５狇
＝０，

犑

狇
＝
狆
２

１２
－
α狆

２

２狇
２＋

狆
４

６狇
２＋
４γ狆

６

４５狇
２ ＝０，

或

５狇
２
＋３０α－２０狆

２
－１６γ狆

４
＝０， （７）

５狇
２
－３０α＋１０狆

２
＋
１６

３
γ狆

４
＝０。 （８）

利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件解方程组（７）～（８），可得所

求方程（４）的孤立波解

犳１ ＝
１

４
－４５＋３ ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］

１＋３槡 γ
×

ｓｅｃｈ
４８α（１－９γ

２）＋３（２－３γ） ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］－（ ）槡 １５

槡２ ２（１＋３γ）

熿

燀

燄

燅
ξ

犳２ ＝
１

４
－４５－３ ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］

１＋３槡 γ
×

ｓｅｃｈ
４８α（１－９γ

２）－３（２－３γ） ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］＋（ ）槡 １５

槡２ ２（１＋３γ）

熿

燀

燄

燅
ξ ，

再由（２）式，可得方程（１）的下列基态孤子解

５８１
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ψ１ ＝
１

４
－４５＋３ ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］

１＋３槡 γ
×

ｓｅｃｈ
４８α（１－９γ

２）＋３（２－３γ） ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］－（ ）槡 １５

槡２ ２（１＋３γ）
（犜－犿犣

熿

燀

燄

燅
）ｅｘｐ［ｉ（犿犜－狀犣）］， （９）

ψ２ ＝
１

４
－４５－３ ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］

１＋３槡 γ
×

ｓｅｃｈ
４８α（１－９γ

２）－３（２－３γ） ５［４５－６４α（１＋３γ槡 ）］－（ ）槡 １５

槡２ ２（１＋３γ）
（犜－犿犣

熿

燀

燄

燅
）ｅｘｐ［ｉ（犿犜－狀犣）］，（１０）

式中α＝
１

２
犿２－狀。

３．２ 高斯（Ｇａｕｓｓ）表达式

我们知道，指数函数方法是何吉欢在文献［１１］

引入的求解数学物理中非线性发展方程的一种十分

简洁有效的新方法，该方法假定行波解可表示成下

列指数函数形式

犳（ξ）＝
∑
犱

狀＝－犮

犪狀ｅｘｐ（狀ξ）

∑
狇

犿＝－狆

犫犿ｅｘｐ（犿η）

，

式中犮，犱，狆和狇是待定的正整数，犪狀与犫狀是待定的

常数。本文中，我们将简化上述表达式为如下高斯

函数形式

犳＝犽ｅｘｐ（－犾ξ
２）， （１１）

式中犽与犾是待定的常数。

将式（１１）代入式（５），我们有

犑＝
２槡π
１６
犽２犾

１
２ ＋

２槡π
８
α犽

２犾－
１
２ －

槡π
１６
犽４犾－

１
２ －

６槡π
７２
γ犽

６犾－
１
２，

从而

犑

犽
＝

２槡π
８
犽犾

１
２ ＋

２槡π
４
α犽犾

－
１
２ －

槡π
４
犽３犾－

１
２ －

６槡π
１２
γ犽

５犾－
１
２ ＝０，

犑

犾
＝

２槡π
３２
犽２犾－

１
２ －

２槡π
１６
α犽

２犾－
３
２ ＋

槡π
３２
犽４犾－

３
２ ＋

６槡π
１４４
γ犽

６犾－
３
２ ＝０，

或 槡３ ２犾＋ 槡６ ２α－６犽
２
－ 槡２ ６γ犽

４
＝０， （１２）

槡９ ２犾－ 槡１８ ２α＋９犽
２
＋ 槡２ ６γ犽

４
＝０， （１３）

解方程组（１２）～（１３），可得所求方程（４）的孤立波解

　

犳１ ＝
１

４
－２７＋３ ８１＋２５６槡 αγ

槡６槡 γ
×

ｅｘｐ － α－
－２７＋３ ８１＋２５６槡 αγ

槡１２８ ３
［ ］

γ
ξ烅

烄

烆
烍
烌

烎

２ ，

犳２ ＝
１

４
－２７－３ ８１＋２５６槡 αγ

槡６槡 γ
×

ｅｘｐ － α＋
２７＋３ ８１＋２５６槡 αγ

槡１２８ ３
［ ］

γ
ξ烅

烄

烆
烍
烌

烎

２

烅

烄

烆
，

（１４）

再由式（２），可得方程（１）的下列基态孤子解

ψ１ ＝
１

４
－２７＋３ ８１＋２５６槡 αγ

槡６槡 γ
ｅｘｐｉ（犿犜－狀犣）－ α－

－２７＋３ ８１＋２５６槡 αγ

槡１２８ ３
［ ］

γ
（犜－犿犣）烅

烄

烆
烍
烌

烎

２ ，（１５）

ψ２ ＝
１

４
－２７－３ ８１＋２５６槡 αγ

槡６槡 γ
犲狓狆ｉ（犿犜－狀犣）－ α＋

２７＋３ ８１＋２５６槡 αγ

槡１２８ ３
［ ］

γ
（犜－犿犣）烅

烄

烆
烍
烌

烎

２ ，（１６）

式中α＝
１

２
犿２－狀。

４　结　论

本文考虑了含五阶非线性微扰修正项的光纤中

类明孤子的运动方程，通过应用何氏变分法分别导

出了方程基态孤子的双曲正割表达式（９）、（１０）及新

的高斯表达式（１５）、（１６）。基于所得到的显式表达

式，通过考察犿，狀及γ的变化，可进一步研究五阶非

线性对光脉冲传输的影响。
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