
书书书

　第２８卷 光　学　学　报 光学前沿———信息光学

２００８年１２月 犃犆犜犃犗犘犜犐犆犃犛犐犖犐犆犃 专　　刊

文章编号：０２５３２２３９（２００８）ｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔ２００８７０４

光强传播方程相位恢复的实验验证
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摘要　在傍轴近似条件下，可以利用光强传播方程（ＩＴＥ）对畸变波前进行相位恢复。对于衍射受

限的光学系统，很难获得相位的边界径向斜率值作为边界条件，此外，要获得精确的圆域边界采

样值也并非易事。为了克服上述困难，进一步研究了相位恢复改进方法，即改变了方程的表示形

式、计算区域和边界条件，并用多重网格法进行求解获得重构相位，最后再将其修正。为了验证

算法的精确性，搭建了实验系统对算法进行实验验证，将由ＣＣＤ探测的光强分布进行计算得到的

相位分布与相位恢复算法（ＰＲ算法）的结果进行比较，证明在光强分布非均匀的情况下，该方法

恢复的相位均方根误差能够达到０．１７λ，可以适用于波前传感精度要求不是很高的相位恢复。
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１　引　　言

相位恢复是指利用光束传播时所探测到的光强

信息反演出相位的方法［１］。为了获得更多的光强信

息以使相位恢复到最佳，通常在沿光轴方向不同位

置处对光强进行多次测量。当光束可以被认为是傍

轴入射到光学系统中时（如天文观测），光强传播方

程［２］可以作为相位恢复的基础，通过求解该方程便

可以恢复出光学系统在瞳面上的相位分布。

由于一般的光学系统都具有圆形光瞳，而在天

文观测时瞳面所探测到的光强近似均匀分布，因此

在利用光强传播方程进行相位恢复时，则需要以原

始相位在圆形区域的边界径向斜率值作为边界条
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件［３］。但是在实际情况中，相位的边界径向斜率值

很难得到，此外，网格采样时要获得精确的圆域边

界采样值也并非易事。基于以上在相位恢复中的困

难，文献［４］提出了一种改进方法，在消除了边界

条件限制的同时，可以成功恢复出待测光波的相

位。但是文献［４］中只是进行了计算机仿真，为了

验证该方法的可行性，还需要进一步实验。

２　光强传播方程

２．１　方程推导

一束单色电磁波的复振幅可以表示成

狌（狉）＝犐
１／２（狉）ｅｘｐ［犻φ（狉）］， （１）

其中，狉＝（狓，狔，狕），犐（狉）表示在狉处的光强，而φ
（狉）则表示在狉处的相位。若将狕方向定义为光轴

方向，在傍轴近似的条件下，复振幅狌（狉）满足抛物

面方程［５］

（２犻犽狕＋Δ）狌（狓，狔，狕）＝０， （２）

式中，犽表示波数，狕＝／狕，Δ＝
２
＝

２
狓＋

２
狔表

示二维拉普拉斯算符。

分别用狌乘以（２）式的共轭和用狌的共轭乘以

（２）式，得到两个新的等式，再合并两新等式并利

用（１）式进行化简便可以得到光强传播方程

－犽狕犐＝ ·（犐φ）＝犐Δφ＋犐·φ，（３）

（３）式将傍轴传播时光波相位的曲率分布和斜率分

布同光强沿光轴方向的变化率联系了起来，因此，

如果探测到沿光轴方向的光强变化，便可以将相位

恢复出来，只是所恢复的相位可以加上一个任意常

数犆，即若φ为（３）式的解，则φ＋犆同样也满足（３）

式，因此需要利用边界条件来确定该常数，不过这

个常数对于相位重构来说并不十分重要。

大部分光学系统都具有圆形的通光孔径，此

外，在天文观测时所接收到的来自探测目标光波的

强度近似均匀，因此可以假定光学系统的入瞳和出

瞳均为圆形，且瞳内的光强分布均匀，瞳外光强为

零，则光强分布可写成犐（狉，θ，狕）（其中狕为光轴），

且当出瞳位于狕＝狕０ 处时，有

（狉，θ，狕０）＝犐０·犠（狉），犠（狉）＝
１ 狉≤犚

０ 狉＞
｛ 犚

，

（４）

式中犐０表示出瞳内的光强，犠 为窗口函数，而犚表

示出瞳圆形区域的半径。将（４）式代入（３）式，并在

狕＝狕０ 平面处取值，则可以得到

－犽犐
－１
０狕犐（狉，θ，狕）狕＝狕０ ＝犠（狉）Δφ－δ犅（狉）狉φ，

（５）

其中，犅为圆形区域的边界，δ表示狄拉克ｄｅｌｔａ函

数，而狉φ＝φ／狉表示原始相位在出瞳平面内的径

向斜率。

２．２　光强变化率的测量

求解（５）式的前提是获得光强在光轴方向的变

化率，它不能被精确测量，通常是利用相对于瞳面

对称的两个面上的光强进行差分而获得其估计值，

即

犐（狉，θ，狕）

狕 狕＝狕０

≈
犐（狉，θ，狕０＋δ狕）－犐（狉，θ，狕０－δ狕）

２δ狕

（６）

其中，δ狕是两个探测面与瞳面之间的距离，为了与

实际情况中的网格采样相对应，这里改用了直角坐

标系。

图１ 计算区域

Ｆｉｇ．１ Ｄｏｍａｉｎｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ

３　相位恢复

３．１　模型简化

由于光束传播时衍射效应的存在，使得在两个

探测面上圆形以外的区域仍有光强分布，即由（６）

式所得到的狕犐（狉，θ）在光瞳以外的区域内仍有非

零值，因此为了充分利用所探测到的光强变化率，

可以将计算区域扩展到包含圆形区域的某一矩形区

域Ω，如图１所示。此外，若把均匀的光强分布也同

时进行扩展，即可以假设在瞳面上的区域Ω内具有

均匀的光强分布，而只有犅内的区域通光，则在Ω

内便有 犐＝０，这时可以规定一个新的边界条件，

即令边界Γ附近的相位值φΓ为一常量，则在Γ处有

φ＝０，因此在瞳面上（３）式变为

－犽犐
－１
０狕犐（狉，θ）＝Δφ （狉，θ）∈Ω

φΓ ＝φ０ （狉，θ）∈
烅
烄

烆 Γ
， （７）

其中，狕犐（狉，θ）为狕犐（狉，θ，狕）狕＝狕０
的简写，下面不再

进行说明。这样便可以通过求解具有边界条件φ０ 的

８８
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泊松方程来确定相位分布。顺便指出，由于改变了

（５）式的计算区域和边界条件，因此通过（７）式所得

到的重构相位会与原始相位有所差别，需要修正。

３．２　相位修正

为了找出这一差别所遵从的规律，将相位表示

为泽尼克（Ｚｅｒｎｉｋｅ）多项式的线性组合，并分别令

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的每一项作为待测光波相位，经过

多重网格法［６］的计算，将结果重新展开成Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式的系数，便可以找到重构相位与原始相位之

间的系数差别。

文献［４］表明，由于（７）式代替了（５）式，使得所

重构相位的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式某些系数之间出现了耦合

关系且量值也发生了变化，但是大部分非相关系数

还是基本为零的，根据光瞳口径的不同，所重构的

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数会有所差别；此外，文献［４］还证明了原

始Ｚｅｒｎｉｋｅ系数与重构Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的变化遵循线性

规律。最后，以每一项Ｚｅｒｎｉｋｅ系数所重构的系数结

果作为系数传递矩阵，便可以对（７）式的结果进行修

正，恢复出待测相位真正的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数。

４　实验验证及误差分析

４．１　实验结果

为了对以上所提出的相位恢复方法进行验证，

搭建了一套实验系统，整个实验光路如图２所示。

图２ 实验光路示意图

Ｆｉｇ．２ Ｌａｙｏｕｔｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

　　图２中透镜犔和犔１的焦距为５００ｍｍ，透镜犔２

的焦距为１５０ｍｍ；在犔和犔１ 之间插入一相位板作

为光波的畸变发生器；ＣＣＤ的图像分辨率为１６ｂｉｔ，

固定在一可以沿光轴方向进行平移的一维平移台

上；探测面犆与相位板所在位置关于犔１ 和犔２ 满足

物像共轭关系。透镜犔２安装在与光轴方向垂直的一

维平移台上，可以随时插入或移出整个光路；犔２ 插

入光路时，光纤点光源犛固定在透镜犔的物方焦点

处，由其发出的光波经犔后转变为标准平面光波，

通过相位板后光波发生畸变，之后再依次经过犔１

和犔２ 成像在探测器上。实验中，采用沿光轴方向距

离犆前后２ｍｍ处的平面作为探测面（分别以探测

面１和探测面２表示），根据探测面１和２的光强

分布便可以利用光强传播方程进行相位恢复；为了

对精度进行验证，将ＰＲ算法的结果作为参考，犔２

移出光路时，犆为犔１的焦面，ＣＣＤ在犆附近移动时

便可以获得犔１ 焦面和离焦面的光强分布，作为ＰＲ

方法的传感量。具体结果如图３所示。

４．２　误差分析

对于造成误差的原因，主要有以下三点：

１）ＰＲ方法采用光波复振幅在入瞳面与焦面和离

焦面之间满足的傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）变换关系进行迭代求

解，因此精度较高；而文献［４］中所提出的方法是通过

获得Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的方法来求解畸变波前，在实验的计

算中采用了前１５阶Ｚｅｒｎｉｋｅ系数表示波前，因此还可

能存在一些截断误差，忽略了高频畸变成分。

２）如图２，在光波通过犔２ 后有先会聚再发散

的趋势，因此当ＣＣＤ沿光轴方向移动时所得到的

光斑尺寸是不一样的。由于算法的要求，需要将光

斑的分布进行重新插值和缩放，将光斑尺寸归一

化，这样便引入了误差。

３）算法中光强传播方程形式的变换前提是瞳面

光强均匀分布，而实验中由于光学元件摆放所造成

的偏轴误差、光学元件本身的加工误差以及光源均匀

性等因素的影响，造成实际光强分布并不满足均匀

分布，因此在计算Ｚｅｎｉｋｅ多项式系数矩阵时必须对

模型进行离散化，便带来了矩阵的计算误差。

９８
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图３ （ａ）探测面１的光强分布；（ｂ）探测面２的光强分布；（ｃ）探测面１和２的光强分布差；（ｄ）本算法相位恢复结果；

（ｅ）ＰＲ方法相位恢复结果（去除ｐｉｓｔｏｎ误差）；（ｆ）两种方法的波前恢复误差，ＲＭＳ＝０．１７λ

Ｆｉｇ．３ （ａ）ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｅｔｅｃｔｏｒｐｌａｎｅ１；（ｂ）ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｅｔｅｃｔｏｒｐｌａｎｅ２；（ｃ）ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆ

ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｄ）ｐｈａｓｅｒｅｃｏｖｅｒｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｔｈｅｎｅｗａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｅ）ｐｈａｓｅｒｅｃｏｖｅｒｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｍｅｔｈｏｄ

　　　（ｐｉｓｔｏｎｅｒｒｏｒｈａｓｂｅｅｎｒｅｍｏｖｅｄ）；（ｆ）ｔｈｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｓｅｎｓｉｎｇｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＲＭＳ＝０．１７λ

５　结　　论

利用一种基于光强传播方程的算法进行相位恢

复，即在改变光强传播方程的计算区域、表达形式

和边界条件的前提下求解方程，再利用计算机事先

仿真得到的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数传递矩阵进行相位修正。

此方法在应用新的边界条件后，不用再考虑圆形区

域的边界条件，可以忽略待测相位的径向斜率值来

进行相位恢复而使问题简单化，求解方程时所用的

多重网格法也有很快的迭代速度。

为验证此算法的精确性，搭建了一套实验系

统，利用科学级ＣＣＤ探测的光强分布进行计算得

到的待测光波相位分布，并将ＰＲ方法的计算结果

作为参考。经过计算表明在光强分布为非均匀情况

下两种算法之间的波前传感误差为０．１７λ，因此该

算法具有一定的可行性，可以适用在波前传感精度

要求不是很高的情况下的相位恢复。最后，对实验

中可能所引入的误差进行了分析，主要包括截断误

差、光斑尺寸的归一化误差以及Ｚｅｒｎｉｋｅ系数矩阵

的计算误差。
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