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改进傅里叶变换轮廓术的测量算法研究
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摘要　提出一种适用于更普遍情况的计算方法，推导了投影装置与成像装置双瞳不等高且双轴不共面时的条纹获

取公式，推导出新的相位获取公式以及相位高度映射公式，使得系统可以在双瞳连线不平行参考面，且双光轴也不

共面时进行正确的三维测量。与传统的傅里叶变换轮廓术（ＦＴＰ）相比，该算法实验系统的搭建更容易，投影装置

和成像装置的摆放位置可以随意移动以方便全场条纹的获取；与改进的傅里叶变换轮廓术（ＩＦＴＰ）相比，只需要对

系统测量三个长度量，系统参量的获取更容易和准确，从而误差变小，测量结果更加接近真实。
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１　引　　言

傅里叶变换轮廓术（ＦＴＰ）
［１］自１９８３年被 Ｍ．

Ｔａｋｅｄａ等提出以来，得到了广 泛 而 深 入 的 研

究［２～１６］。针对传统傅里叶变换轮廓术测量的局限，

众多研究者提出了各种改进的测量方法，在投影系

统的出瞳与成像系统入瞳不等高且投影系统出射光

轴与摄像系统入射光轴不共面时，也能进行较为准

确的测量［１３］。虽然这种改进的傅里叶变换轮廓

术［１３］（ＩＦＴＰ）使系统变得比较灵活，但是由于测量

时需要引入的系统参量较多，而且要进行不易得到

精确值的角度的测量，给最终测量带来额外的误差，

进而影响三维面形恢复的精度。

在改进的傅里叶变换轮廓术［１３］的基础上，考虑

到系统参量测量的准确性，推导了投影装置与成像

装置双瞳不等高且双轴不共面时的条纹获取公式，

并得出新的条纹描述公式及新的高度的计算方法。

不但使搭建ＦＴＰ测量装置更加方便灵活，可以随意

移动投影装置和成像装置的摆放位置以方便全场条
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纹的获取，而且在三维数据恢复过程中，系统参量的

测量也更加简便易行，使傅里叶变换轮廓术的测量

结果更加可靠。

２　测量原理及计算公式

２．１　条纹计算及相位求解

测量光路如图１所示，成像系统（ＣＣＤ系统）的

入瞳犐２０与投影系统（光栅系统）的出瞳犐１ 不在同一

水平高度，且成像系统的光轴与投影系统的光轴不

共面，分别交参考平面于犗１、犗两点，此时物面上任

一点犇和参考平面上犆１ 在成像系统上成像于同一

点。成像系统的入瞳到参考面的距离为犐２０犗１＝犔，

光栅出瞳到参考面的垂足为犓，犗犓及犐１犓长度均可

测出，设犗犓＝狉，犐１犓＝犿。

图１ 测量示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

图２ 几何证明示意图

Ｆｉｇ．２ Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｓｋｅｔｃｈｍａｐ

参考面的条纹光场分布为［９］

犐１（狓，狔）＝犐０［１＋ｃｏｓ２π狓犳（狓）］， （１）

式中狓为待测点沿参考面狓轴上的坐标值，犳（狓）为

投影光栅在沿狓方向的空间频率。平行且共面时

犳（狓）＝犳ｃｏｓθ１－
２狓ｓｉｎθ

犐１（ ）犗

［９］

，其中犳为光栅频率，

θ为投影系统入射光轴与投影系统出瞳到参考面的

投影点间的夹角（图２）。

如果不考虑ＣＣＤ的成像质量等问题，非平行不

共面与共面情况相比，仅仅相当于图像在ＣＣＤ上成

像位置的改变，但每一像素点的相对位置及相位的

依赖关系并不改变［１３］。条纹的表达方式可按下述

方法进行推导。

为了方便证明，图２将添加一些辅助线：过参考

平面原点犗点作成像系统的光轴的平行线。犐２０平

移后对应犐２，当犐２０移到犐２ 位置时，犆１ 必旋转到犗犃

连线上的犆 点处，且犆，犇，犐２ 在一条直线上，（作

Δ犐２犐２０犇 的相似三角形Δ犇犆犆１，交犗犃于犆 点，）过

犐１ 作与参考面的平行线交犇犐２的延长线于犘、交犐２犗

于犌。在Δ犗犐１犌中，

ｓｉｎθ＝
狉

犿２
＋狉槡

２
，

ｃｏｓθ＝
犿

犿２
＋狉槡

２
，

犐１犗＝ 犿２＋狉槡
２，

（２）

则

犳（狓）＝犳ｃｏｓθ１－
２狓ｓｉｎθ

犐１（ ）犗
＝

犳犿

犿２
＋狉槡

２
１－

２狓狉

犿２
＋狉（ ）２ ． （３）

将（３）式代入（１）式，可得

犐１（狓，狔）＝犐０ １＋ｃｏｓ
２π犳狓犿

犿２
＋狉槡

２
１－

２狓狉

犿２
＋狉（ ）［ ］｛ ｝２ ，

（４）

所以，ＣＣＤ采集到的变形光栅光场分布可以表示为

犐２（狓，狔）＝

犐０ １＋ｃｏｓ
２π犳狓犿

犿２
＋狉槡

２
１－

２狓狉

犿２
＋狉（ ）２ －ψ（狓，狔［ ］｛ ｝） ，

（５）

式中［１］

ψ（狓，狔）＝２π犳·犆犃·ｃｏｓθ。

延长犅犇 与犐１犌的延长线相交于犉，由Δ犃犅犇，

Δ犇犐１犉的相似及Δ犅犆犇，Δ犇犘犉 的相似可得

犆犃

犅犇
＝
犐１犘

犇犉
＝

犐１犘

犿－犅犇
． （６）

又从Δ犘犐２犌，Δ犗犐２犆，Δ犅犆犇 互为相似三角形可知：

犘犌

犐２犌
＝

狓

犔－犅犇
，

所以

犐１犘＝犐１犌－犘犌 ＝狉－
狓（犿－犔）

犔－犅犇
， （７）

由（６）式、（７）式联解可得

犆犃 ＝
犅犇

犿－犅犇
狉－
狓（犿－犔）

犔－［ ］犅犇
， （８）

２９２１



７期 毛先富等：　改进傅里叶变换轮廓术的测量算法研究

所以

ψ（狓，狔）＝２π犳
犿

犿２
＋狉槡

２
· 犅犇

犿－犅犇
狉－
狓（犿－犔）

犔－［ ］｛ ｝犅犇
． （９）

　　将（９）式代入（５）式即可得变形光栅光场分布

犐２（狓，狔）＝犐０ １＋ｃｏｓ
２π犳犿

犿２
＋狉槡

２
狓１－

２狓狉

犿２
＋狉（ ）２ － 犅犇

犿－犅犇
狉－
狓（犿－犔）

犔－［ ］｛ ｝｛ ｝｛ ｝犅犇
， （１０）

（４）式、（１０）式分别表示参考条纹和变形条纹，可简

写为

犐１（狓，狔）＝犐０｛１＋ｃｏｓ［２π犳０狓＋０（狓，狔）］｝，（１１）

犐２（狓，狔）＝犐０｛１＋ｃｏｓ［２π犳０狓＋（狓，狔）］｝， （１２）

其中０（狓，狔），（狓，狔）分别表示参考面和物面的相

位信息，且

犳０ ＝犳ｃｏｓθ＝犳
犿

犿２
＋狉槡

２
． （１３）

　　 分别将（１１）式、（１２）式进行傅里叶变换，选用

适当的滤波器，滤出基频，再作逆傅里叶变换，即可

得参考面及物面的相位０（狓，狔），（狓，狔），则

Δ（狓，狔）＝（狓，狔）－０（狓，狔）． （１４）

２．２　高度计算

双瞳不等高，双轴不共面时，测定犔，犿，狉，且计

算出Δ（狓，狔），０（狓，狔）后，可以推出三维物体表面

上任一点 犇 的高度犅犇的解析式。分析 Δ犃犅犇，

Δ犆犅犇可得

犅犇 ＝
犅犃
ｃｏｔγ

＝
犅犆
ｃｏｔδ

＝
犆犃

ｃｏｔγ－ｃｏｔδ
， （１５）

其中ｃｏｔδ＝犗犆／犔，而犗犆＝犆／（２π犳０），犆 为犇 点

对应的参考面上犆点的相位（设犮＞０）。则

ｃｏｔδ＝
犆
２π犳０犔

． （１６）

考虑到犗犃 ＝
犃
２π犳０

＝
犇
２π犳０

（犇、犃 分别表示三维表

面犇 点相位以及对应的参考面上的犃 点相位，设

犇、犃 均取正值），而犆犃 ＝ 犗犃－犗犆 ＝
犇犆
２π犳０

，

考虑犇犆 ＜０，所以

犆犃 ＝
－犇犆
２π犳０

， （１７）

从Δ犃犓犐１ 可得

ｃｏｔγ＝
狉＋犗犃
犿

＝
２π犳０狉＋犇
２π犳０犿

． （１８）

　　将（１６）式、（１７）式、（１８）式代入（１５）式中，化简

可得

犅犇 ＝－
犇犆犔犿

２π犳０犔狉＋犔犇犆 －（犿－犔）犆
， （１９）

式中犇犆，犆 分别是连续相位分布，对应于前面的

Δ（狓，狔），０（狓，狔）。（１９）式即为成像系统的光轴与

投影系统的光轴不共面，且双瞳连线与水平面不等

高时的高度计算公式。作为验证，在传统的双轴共

面，且双瞳连线平行于水平面的情况下，此时犿 ＝

犔，化简为

犅犇 ＝－
犔犇犆

２π犳０狉＋犇犆
， （２０）

与传统傅里叶变换轮廓术的高度计算公式相同［１］。

与传统的傅里叶变换轮廓术［１］相比，需要多测量一

个系统参量犿，但不要求双瞳等高且双轴共面，系统

搭建比较随意；与改进的傅里叶变换轮廓术［１３］相

比，不但少测量一个系统参量，而且少测量了一个最

不易精确测量的系统参量———偏向角［１３］，却也同样

可以进行双瞳不等高双轴不共面时的三维物体面型

测量；同时，由于本文所提的系统参量都只是长度参

量，测量过程中较易得到精确值，所以在实际应用

中，不易因系统参量测量的不准确而给最终结果带

来额外的误差。

图３ 待测物体

Ｆｉｇ．３ Ｏｂｊｅｃｔｔｏｂｅｍｅａｓｕｒｅｄ

３　模拟实验

首先通过模拟实验验证本文的分析，采用的光

路如图１所示，模拟的是最大高度为６０ｍｍ的抛物

面物体，如图３。系统参量狉＝１００ｍｍ，犔＝１２００ｍｍ，

所得变形光栅像尺寸为５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ。分别
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对犿取不同值进行计算机模拟，当犿 小于犔 时，表

示投影仪出瞳点比ＣＣＤ入瞳点低；当犿大于犔 时，

则投影仪出瞳点比ＣＣＤ入瞳点高。犿 从１０００ｍｍ

到２０００ ｍｍ 分别进行模拟。图 ４ 给出了 犿＝

１２００ｍｍ时的变形条纹图（此时对应双瞳等高。若

再双轴共面，则为传统傅里叶变换时的系统）。而恢

复物体与待测物体间的高度误差分布则分别如

图５（ａ）～图５（ｆ）所示。

表１给出了不同犿 时的均方差分布值。可以

看出，均方差（ＲＭＳ）基本不变，且均较小，与改进的

傅里叶变换轮廓术［１３］相比，测量结果更接近真实。

表明本文所提出的原理与模拟实验符合得更好，同

时该模拟实验也说明了本文原理的正确性。

图４ 犿＝１２００ｍｍ时的变形条纹

Ｆｉｇ．４ Ｄｅｆｏｒｍｅｄｂｒｉｎｇｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｈｅｎ犿＝１２００ｍｍ

图５ 误差分布。（ａ）犿＝１０００ｍｍ，（ｂ）犿＝１２００ｍｍ，（ｃ）犿＝１４００ｍｍ，（ｄ）犿＝１６００ｍｍ，（ｅ）犿＝１８００ｍｍ，

（ｆ）犿＝２０００ｍｍ

Ｆｉｇ．５ Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｈｅｉｇｈｔｅｒｒｏｒｓｗｈｅｎ（ａ）犿＝１０００ｍｍ，（ｂ）犿＝１２００ｍｍ，（ｃ）犿＝１４００ｍｍ，（ｄ）犿＝１６００ｍｍ，

（ｅ）犿＝１８００ｍｍ，（ｆ）犿＝２０００ｍｍ

表１ 犿取不同值时的均方差

Ｔａｂｌｅ１ Ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

犿ｖａｌｕｅｓ

犿／ｍｍ ＲＭＳ／ｍｍ 犿／ｍｍ ＲＭＳ／ｍｍ

９００ ０．０９５５ １５００ ０．１１０９

１０００ ０．０９９４ １６００ ０．１１７２

１１００ ０．１００４ １７００ ０．１１０３

１２００ ０．１０２３ １８００ ０．１１６３

１３００ ０．１０２４ １９００ ０．１０８５

１４００ ０．１０９６ ２０００ ０．１０１５

４　实　　验

实测物体最高处为犺＝２．９０ｃｍ，系统参量为

狉＝３８．００ｃｍ，犿＝９３．００ｃｍ，犔＝１２２．００ｃｍ。从采

集的图像中剪切出大小为２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的

区域。图６和图７分别表示参考光栅和变形光栅

图，用本文原理恢复的物体形貌如图８所示，其最大

高度为２．９７ｃｍ，能较好地恢复物体的三维信息。

同时，与改进的傅里叶变换轮廓术［１３］对照，结果更

为准确。
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图６ 参考面条纹图

Ｆｉｇ．６ Ｇｒａｔｉｎｇｆｒｉｎｇｅｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｐｌａｎｅ

图７ 变形物面条纹图

Ｆｉｇ．７ Ｇｒａｔｉｎｇｆｒｉｎｇｅｍｏｄｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｏｂｊｅｃｔ

图８ 高度恢复图

Ｆｉｇ．８ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｈｅｉｇｈｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

５　结　　论

提出一种适用于更普遍情况的傅里叶变换轮廓

术计算方法，不仅在测量原理上，还是在操作的方便

上，均有较大的变化。该方法相对于传统傅里叶变

换轮廓术而言，不要求双瞳连线与参考面平行，也不

要求双瞳出射线间共面，因而不必较正双瞳与参考

面的平行，测量方式变得灵活，系统搭建更加随意可

调，易于获取全场条纹；相对于改进傅里叶变换轮廓

术而言，由于系统参量的测量变得更简单、方便、准

确，测量结果更为可靠。
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