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摘要　在连续小波变换和展开相位拐点识别的基础上，提出一种非单调条纹图的相位恢复新方法。包裹相位通过

连续小波变换的方法提取，提出小波变换尺度步长的选择准则及对粗糙尺度作迭代均值滤波的技术。基于展开相

位拐点与符号歧义点的单应性，可通过检测并修正展开相位拐点的方法恢复非单调条纹图的真实相位。给出了详

细的理论推导、数值模拟及实验验证过程。数值模拟包括一维及二维的含噪声信号，实验为基于显微干涉法的微

桥的静动态形貌和变形测试。模拟及实验结果表明，该法只需一幅条纹图即可准确解调非单调条纹的相位，最大

误差小于４％，且具有极强的抗噪能力。这为显微干涉测量提供了有效的相位恢复新手段。
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１　引　　言

近年来，小波变换在光学干涉计量技术中获得

了相当高的重视。小波变换被誉为“数学显微镜”，

具有局部化时频分析和多分辨力分析的特征，它继

承和发展了窗口傅里叶变换（ＷＦＴ）的局部化思

想［１］，克服了窗口大小不随频率变化、缺乏离散正交

基的缺点。连续小波变换（ＣＷＴ）能够精确地解调

条纹相位，无需去除背景照明项且对散斑噪声具有

极强的抗干扰能力。ＺｈｏｎｇＪｉｎｇａｎｇ等
［２～４］验证了

采用连续小波变换进行相位解调的可靠性及精度。

基于 Ｍｏｒｌｅｔ小波良好的时、频分辨能力以及带通滤

波性质［５～７］，本文采用 Ｍｏｒｌｅｔ复小波来分析空域中
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的条纹，基于小波脊提取相位。

由于封闭条纹具有非单调特性，相位展开过程

中往往会出现相位歧义的现象。通常的解决办法是

引入载波以调制非单调条纹的相位分布，而载波技

术对被调制条纹的频谱有一定要求，只能在特定的

条件下使用。Ｔ．Ｋｒｅｉｓ
［８］是最早研究封闭条纹解调

的研究者，他采用相移技术判别包裹相位的符号并

对其修正，但该方法需要引入相移对相位符号进行

修正。自动化网格法［９］可用于修正干扰相位变化，

但需要作局部及全局迭代，而这将引入误差。规则

化相位跟踪法［１０］可提取连续相位且无需相位展开，

但受限于收敛问题。ＺｏｎｇｔａｏＧｅ等
［１１］提出了坐标

变换法，但只能处理单峰（谷）条纹。此外还有学者采

用基于反余弦［１２］或反正切函数［１３］的原理来提取条纹

相位，但均需确定条纹极值的位置。综上，本文提出

了一种新的基于连续小波变换及展开相位拐点识别

的相位解调方法。该方法具有简单、快速、精度高、抗

噪声能力强、自动化程度高等优点。本文将从理论上

推导和证明符号歧义点与展开相位拐点的等效性，并

采用数值模拟和实验对提出的方法进行验证。

２　基本原理

２．１　载波干涉条纹图的小波变换

以一维载波干涉条纹为例。当两束单色光相干

迭加后，其强度犐（狓）随相位差φ（狓）的变化可表示

为

犐（狓）＝犐０（狓）｛１＋γ（狓）ｃｏｓ［２π犳０狓＋φ（狓）］｝，

（１）

式中犐０（狓）为背景光强分布；γ（狓）为条纹图的对比

度；犳０为载波频率，令犿＝２π犳０；φ（狓）为相位分布。

一维载波条纹图的连续小波系数函数为

犠ｈ（犪，犫）＝
１

槡犪∫
＋∞

－∞

犐（狓）犺
狓－犫（ ）犪

ｄ狓＝

槡犪
２π∫

＋∞

－∞

犐^（ω）犎（犪ω）ｅｘｐ（ｉ犫ω）ｄω，（２）

式中犠ｈ（犪，犫）为小波系数函数，犪为尺度因子（大于

０），表示与频率相关的伸缩，犫为时间平移因子，

犐^（ω）为犐（狓）的傅里叶变换，反映了犐（狓）对应某一

频率分量ω的频谱，犺（狓）为复小波基函数，“”为

复共轭符号，犎（ω）为犺（狓）的傅里叶变换。本文选

用 Ｍｏｒｌｅｔ复小波，

犺（狓）＝ｅｘｐ（ｉω０狓）ｅｘｐ（－狓
２／２）， （３）

式中ω０ 为中心频率。（３）式的傅里叶变换为

犎（犪ω）＝ ２槡πｅｘｐ －
（犪ω－ω０）

２

［ ］２
． （４）

　　 假设在狓＝犫附近犐０（狓）和γ（狓）变化很小，取

犐０（狓）＝犐０（犫），γ（狓）＝γ（犫），将φ（狓）在φ（犫）作一阶

泰勒展开，并取一阶近似，可得

φ（狓）≈φ（犫）＋φ′（犫）（狓－犫）， （５）

式中φ′（犫）为φ（狓）在狓＝犫处的一阶导数。将（５）式

代入（１）式，得

犐（狓）≈犐０（犫）｛１＋γ（犫）×

ｃｏｓ｛［（犿＋φ′（犫）］狓＋φ（犫）－犫φ′（犫）｝｝， （６）

其傅里叶变换为

犐^（ω）≈犐０（犫）π｛２δ（ω）＋γ（犫）×

［δ（ω－犿－φ′（犫）］ｅｘｐ［ｉ（φ（犫）－犫φ′（犫）］＋

δ［ω＋犿＋φ′（犫）］ｅｘｐ｛－ｉ（φ（犫）－犫φ′（犫）］｝｝，（７）

式中δ为单位脉冲函数。当ω≤０时，犎（犪ω）＝０。则

将（４）式和（７）式代入（２）式得

犠ｈ（犪，犫）＝犐０（犫）γ（犫） 犪π／槡 ２×

ｅｘｐ｛｛犪［犿＋φ′（犫）］－狑０｝
２／２｝×

ｅｘｐ｛ｉ［φ（犫）＋犫犿］｝． （８）

２．２　小波变换脊

小波变换脊（即小波变换的模极大值）可用于提

取条纹相位。具体方法是求一阶导数驻点，即

ｄ犠ｈ（犪，犫）／ｄ犪＝０，因此有

犪ｍａｘ＝
ω０＋ ω

２
０＋槡 ２

２［犿＋φ′（犫）］
， （９）

此时对应的相位

Φ（犪ｍａｘ，犫）＝ａｒｃｔａｎ
ｌｍ犠ｈ

Ｒｅ犠ｈ

＝φ（犫）＋犫犿．（１０）

　　 这样既可得到载波条纹的相位值（需要解包裹

运算），又能得到相位的导数值（不需要解包裹运

算）。不过由（１０）式获得的是载波条纹的相位值。为

了得到真实的相位分布φ（狓），必须从提取的总的相

位分布Φ（犪ｍａｘ，犫）中去除载波相位分量犫犿。当载波

为线性时，线性载波可由平面拟合法得到；当载波为

非线性时，该载波可通过基于最小二乘的曲面拟合

法去除。

２．３　非单调条纹图的相位恢复原理

基于展开相位的拐点与非单调条纹图中的符号

歧义点的对应性，提出了一种新的由单幅条纹图解

调相位的方法。它可以准确快速地解调出含有封闭

条纹的相位，无需引入载波去调制条纹。通过连续

小波变换可提取非单调条纹的包裹相位，然后通过

相位展开技术可得到连续相位。在此基础上，通过

识别符号歧义点，即可对连续相位进行校正，进而得
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到非单调条纹的真实相位分布。

通过模拟一维非单调干涉条纹信号来分析相应

的相位识别全过程。具体过程如下：

１）模拟一维非单调干涉条纹信号，如图１（ａ）所

示。并采用对称线性延拓的边界处理方法对信号进

行延拓。该方法的优点是保持灰度变化的相位和频

率，但小波变换后相应的数据中要裁剪掉延拓的

部分。

２）采用连续小波变换处理信号，得到的小波系

数幅值及提取的小波脊（用虚线表示）如图１（ｂ）所

示。为避免边缘效应影响，信号左右两边均裁剪掉

５０ｐｉｘｅｌ。

在小波尺度步长的选择上，采用基于最大误差

和１－范数的准则，结果如表１所示。由表１可知，

当尺度步长为２时，相应的最大误差和１－范数均

为最小，由此可见并非步长越小越好，本文中步长设

为２。

表１ 小波变换尺度步长的比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｃａｌｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｓｔｅｐ

Ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｓｔｅｐ １ｎｏｒｍ．／ｒａｄ Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒ／ｒａｄ

２．００ １８９．２０ １．１２

１．００ ２０２．３７ １．１５

０．５０ ２０２．０３ １．１５

０．２５ ２１１．８４ １．１８

０．１０ ２１８．５９ １．２５

　　３）提取与小波脊对应的相位，得到包裹相位，

如图１（ｃ）所示。

图１ 一维非单调干涉条纹及相位识别结果。（ａ）条纹信号，（ｂ）小波变换幅值图，（ｃ）包裹相位，（ｄ）本文计算结果

Ｆｉｇ．１ Ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｍｏｎｏｔｏｎｏｕｓｆｒｉｎｇｅａｎｄｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐｈａｓｅ．（ａ）Ｓｉｇｎａｌｏｆａｎｎｏｎｍｏｎｏｔｏｎｏｕｓｆｒｉｎｇｅ，

（ｂ）ＣＷＴｍａｐ，（ｃ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ，（ｄ）ｐｈａｓｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

　　由于在采用连续小波变换提取包裹相位的过程

中，小波变换只是在正尺度方向展开，即未考虑条纹

的负频谱，因此展开相位呈单调分布［图１（ｄ）中的

点划线为展开后的相位值］。而理论相位分布应呈

波峰状，如图１（ｄ）中的实线所示。由文献［８］知，非

单调条纹图的包裹相位中存在一反演点，由此造成

相位符号歧义，如图１（ｃ）所示。通过识别这一反演

点（见图２），反演点左边（犃 点及其左半部分）的相

位符号保持不变，右边（犅点及其右半部分）的符号

全部取反，对校正过符号的包裹相位图展开，即可得

到真实的相位。因此反演点的识别成为非单调条纹

图相位恢复的关键。

图２ 反演点示意图

Ｆｉｇ．２ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｍａｐｏｆｉｎｖｅｒｓｉｏｎｐｏｉｎｔ
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图３ 含噪声的一维非单调干涉条纹（ａ）及相位识别结果（ｂ）

Ｆｉｇ．３ Ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｍｏｎｏｔｏｎｏｕｓｆｒｉｎｇｅｗｉｔｈｎｏｉｓｅ（ａ）ａｎｄｉｔｓｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐｈａｓｅ（ｂ）

　　为保证符号改变前后犃点与犅 点的连续性，包

裹相位图中犃点与犅 点的相位应大小近似，符号相

反，因此犃点与犅 点只有两种分布形式：一是零相

位值左右，二是２π跳变处。对于第一种情况，相应

的反演点相位值应为０，对于第二种情况，相应的数

值应为 ±π。实际上，这样的点是不存在的：对于

第一种情况，不存在数值绝对为０的相位值，对于第

二种情况，由反正切得到的相位值不可能取±π。

为分析方便，假设犗点为反演点，则该点应与真

实相位图（符号校正后的展开相位图）中的极值点相

对应，即为波峰或波谷，如图２所示。建立以犗点为

原点的局部坐标系，并假设该局部坐标系下的真实相

位分布函数为犳（狓），则符号校正前的展开相位图在犗

点左半部分的分布同犳（狓）。右半部分设为犵（狓）。由

于符号校正前后相邻点之间的相位差不发生变化，

即狑（犅）－狑（犗）＝犳（犅）－犳（犗）＝犵（犅）－犵（犗）（其

中狑表示包裹相位值），得犵（狓）＝－犳（狓），即符号

校正前后的犅点与犅′点应沿狓 轴呈对称分布。符

号校正前得到的包裹相位分布为

犵（狓）＝
犳（狓）， 狓≤０

－犳（狓）， 狓＞｛ ０
（１１）

通过对（１１）式二次求导可得，犗点为犵（狓）的拐点

（即该点处的二阶导数不存在或为零）。因此可通过

求解展开相位的二阶导数的过零点或一阶导数的局

部最值来识别犗点的位置。检测到犗点之后，将连续

相位在犗点右半部分的数值全部沿狓轴对折，即可

恢复真实的相位分布。此外，由于通过离散的相位值

求导，尤其是高阶导数，将引入较大的误差，采用判

别连续相位一阶导数局部最值的方法来识别拐点。

由于真实的犗点并不存在，即犗点应位于相邻点犃、

犅之间，因此需要通过插值的方法来恢复犗点的相

位。而实际的相位值是离散的，所以一阶导数可用一

阶微分近似，检测到的极值点坐标为整像素，并认为

该点即为待求的反演点犗。进而对折其后所有的相

位值即可恢复真实的相位。犃点与犅 点的第二种分

布情况与第一种情况完全类似。

综上证明了符号校正前的展开相位图中的拐点

即为相位歧义点。据此可对展开相位进行校正并恢

复真实的相位分布。

４）对得到的包裹相位进行展开，并求解展开相

位（需作最小二乘拟合）的一阶差分。结果表明，一

阶差分最大值所对应的坐标值为２０６，这与模拟的

理论峰值坐标完全吻合［（５１２－５０－５０）／２＝２０６］。

５）在展开相位图中，从坐标点２０６开始将后面

的相位值沿狔＝犳（２０６）对折［见图１（ｄ）］，即可得到

真实的相位值。

６）计算相对误差。不考虑边缘误差（由小波变

换的边缘效应引起），则最大误差在２％左右。模拟

结果验证了本文算法高精度提取非单调条纹的可

行性。

３　数值模拟

３．１　含噪声的一维非单调条纹

为验证本文算法的抗噪声性能，以及识别多个

相位歧义点的可行性，采用数值方法模拟含有噪声

的一维条纹信号，如图３（ａ）所示。其中信号的信噪

比为４．８ｄＢ。采用本文提出的算法提取条纹的相

位，结果如图３（ｂ）所示。由图可见，计算值与模拟

值非常吻合，只是在相位的最值处误差较大，最大误

差为３．１８％。这是由于信号中包含较强的噪声，尽

管采用小波变换提取相位具有一定的抗噪声能力，

但并不能完全消除噪声的影响，因此相位仍存在一

定的误差，并由此导致相位一阶导数极值点识别的

误差，进而影响最后校正的相位值。对于具有多个

相位歧义点的信号，可采用从左到右逐次修正的办

法来恢复相位。结果证明了本文算法的抗噪声性能
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及识别多个相位歧义点的可靠性。

３．２　无噪声的二维非单调条纹

为验证本文算法实现二维非单调干涉条纹相位

提取的可行性，模拟圆板中心点加载时产生的干涉条

纹。图４（ａ）是模拟的二维非单调干涉条纹图。同一

维相位提取方法一样，逐行提取相位。由结果可知，

由于各行的初始相位值不同，相位沿列的方向呈锯齿

形分布，即相差２π，因此需要沿列的方向作解包裹运

算。由此得到全场的相位值如图４（ｂ）所示，其中最

大误差小于±４ｒａｄ。数值模拟结果证明了本文算法

提取二维非单调条纹图相位的可行性与精度。

图４ 二维非单调干涉条纹（ａ）及相位识别结果（ｂ）

Ｆｉｇ．４ Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｍｏｎｏｔｏｎｏｕｓｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｆｒｉｎｇｅ（ａ）ａｎｄｉｔｓｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐｈａｓｅ（ｂ）

３．３　含噪声的二维非单调条纹

为验证本文算法在提取二维非单调条纹时的抗

噪声性能，在图４（ａ）中的条纹图中加入随机白噪

声，信噪比为４．８ｄＢ。提取某一行的灰度信号，对

其作连续小波变换，并直接提取小波脊对应的尺度，

如图５（ａ）所示。尺度图中出现了毛刺和不连续点，

如果直接提取相应尺度下的相位，必然存在极大的

噪声，故采用迭代均值滤波的方式对粗糙尺度处理。

处理后的尺度连续光滑，如图５（ｂ）所示。

综上，采用粗糙尺度得到的相位图存在极大的

噪声，而采用平滑尺度得到的相位光滑连续。为此，

对采用粗糙尺度得到的相位图需采用稳健性能极强

的弗林（Ｆｌｙｎｎ）相位展开算法作解包裹运算。而对

采用平滑尺度得到的相位图只需作单纯解包裹运算

即可，结果如图５（ｃ）所示。

此外，对尺度进行滤波处理，可大大改善相位提

取结果，且最终只需采用普通的相位展开算法即可

得到光滑的相位图，最大误差只有３％；如果直接利

用粗糙的尺度提取相位，相位图中出现极大的噪声，

需要进一步采用抗噪性能极强的相位展开算法，如

弗林相位展开算法等。结果表明，对尺度进行滤波

可大大改善相位识别的精度，同时也验证了本文算

法处理含噪声二维信号的可靠性。

图５ 二维含噪声信号相位识别结果。（ａ）原始尺度分布，（ｂ）滤波后的尺度分布，（ｃ）本文方法计算结果

Ｆｉｇ．５ Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｉｓｙｓｉｇｎａｌａｎｄｉｔｓｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐｈａｓｅ．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｓｃａｌｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，（ｂ）ｆｉｌｔｅｒｅｄｓｃａｌｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，

（ｃ）ｐｈａｓｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

４　实　　验

采用 Ｍｉｒａｕ显微干涉系统对微桥在直流和交

流电压作用下的静、动态形貌及变形进行测试，微桥

结构的长、宽、厚分别为３００μｍ、１２μｍ 和２μｍ。

试件放置于三维精密移动台上，试件下电极板和梁

上极板上下对齐，试件上的电压通过作用于梁固定
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端的两个探针引入。白光光源通过光纤照明整个测

试系统，采用滤波片获取波长为６４０ｎｍ的单色相

干光源。

４．１　微桥静态测试

对微桥施加直流电压，调节其大小从０Ｖ 到

６０Ｖ再回到０Ｖ。干涉条纹采用普通电荷耦合器件

（ＣＣＤ）采集。图６（ａ）是采集的干涉条纹图，实验过

程中不可避免地引入了小频率的载波，载波应在相

位提取过程中去除。图６（ｂ）是采用本文方法和四

步相移法得到的微桥轴线截面的形貌图。由于受残

余应力的影响，微桥表现出较明显的上凸变形。由

图６（ｂ）可知，两种方法得到的最大高度偏差小于

６０ｎｍ，其中四步相移的计算结果显然不够平滑，本

文方法则在跨中区域表现出一定的误差。对比结果

表明本文算法与四步相移具有相近的精度。为去除

噪声的影响，采用最小二乘法对得到的结果作拟合，

结果如图６（ｂ）所示。此外，采用本文方法还得到了

微桥跨中挠度随电压的变化情况，如图６（ｃ）所示。

图６ 微桥静态测试结果。（ａ）干涉条纹图，（ｂ）本文方法与四步相移计算结果，（ｃ）跨中挠度随电压变化的关系

Ｆｉｇ．６ Ｓｔａｔｉｃｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｍｉｃｒｏｂｒｉｄｇｅ．（ａ）ｐｒｉｍａｒｙｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍ，（ｃ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄ

ａｎｄｆｏｕｒｓｔｅｐｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，（ｃ）ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｖｏｌｔａｇｅ（ｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔ）

４．２　微桥动态测试

采用静电驱动的方式对微桥进行动态测试，所用

电压峰 峰值为１０Ｖ，驱动频率为２Ｈｚ。采用高速摄

像机实时采集干涉条纹图，采样频率为１０００ｆｒａｍｅ／ｓ。

实验过程中仍不可避免地引入了载波，载波应在相

位提取过程中去除。与静态的干涉条纹相比，动态

的干涉条纹质量大大降低，故采用均值滤波的方式

对其进行处理。对得到的粗糙尺度作平滑处理，以

改善相位识别的精度。

跨中截面的三维形貌随时间的变化关系如

图７（ａ）所示。图７（ｂ）是相应位置的变形随时间的

变化关系（已作归一化处理）。提取其中一点的信

号，其傅里叶变换频谱如图７（ｃ）所示。由于采用接

地状态，所以测试频率应为驱动频率的两倍，即测试

误差为 （ ）３．９－２×２ ×１００％／（ ）２×２ ＝２．５％。

图７ 微桥动态测试结果。（ａ）跨中形貌与时间的关系，（ｂ）跨中挠度与时间的关系，（ｃ）某点频谱图

Ｆｉｇ．７ Ｄｙｎａｍｉｃｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｍｉｃｒｏｂｒｉｄｇｅ．（ａ）Ｓｈａｐｅｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ（ｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔ），（ｂ）ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

（ｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔ），（ｃ）ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｐｏｉｎｔ

５　结　　论

在连续小波变换和展开相位拐点识别的基础

上，提出了一种非单调条纹图的相位恢复新方法。

推导了连续小波变换提取相位的基本原理，提出了

对小波变换尺度步长进行选择的准则及对提取的小

波脊位置处的粗糙尺度作迭代均值滤波的技术。本

文从理论上证明了展开相位拐点与符号歧义点的单

应性。据此通过检测展开相位一阶导数的最值点并

对展开相位进行校正，即可恢复非单调条纹图的真

实相位。

１８８



光　　　学　　　学　　　报 ２８卷

数值模拟和微桥的显微干涉测量结果表明，峰

值点位置处的相位恢复误差较大。尽管如此，本文

方法无需载波和附加信息、只需要一幅干涉条纹图

即可恢复非单调条纹图的真实相位，具有简单、快

速、实时动态、精度高、抗噪声能力强、自动化程度高

等优点。利用本文方法可望解决微机电系统

（ＭＥＭＳ）动态测试中的难题，进而为研究微结构的

动力学特性提供简单有效、高精度、全场、全自动的

三维动态在线测试系统。
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