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奇偶对相干态的维格纳函数和层析图函数
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摘要　利用纠缠态 η〉表象下的维格纳算符，重构了奇偶对相干态的维格纳函数。根据维格纳函数在相空间中随

变量ρ和γ的变化规律，讨论了奇偶对相干态的非经典性质和量子干涉效应。研究发现，奇偶对相干态总呈现非经

典性质，并且当狇取奇数时，奇偶对相干态更容易出现非经典性质。奇偶对相干态的量子干涉效应的显著程度与狇

取值有关，但对于狇的同一取值，奇对相干态的量子干涉效应更为显著。利用纠缠态 η〉表象下的维格纳算符Δ１，２

（ρ，γ）和纠缠态 η，τ１，τ２〉的投影算符之间满足的拉东变换，获得了奇偶对相干态的量子层析图函数。
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１　引　　言

众所周知，一个量子态的演化可以用它的维格纳

函数来描述，因为它包含了量子态在整个相空间演化

过程中的全部信息。但由于量子态的维格纳函数一

般不能被直接测量，因此希望通过一些可观测量来重

构各种量子态的维格纳函数，从而实现对它们的有效

测量。量子态维格纳函数的重构和测量对研究量子

体系的演化过程有着重要的意义。目前，已经提出了

多种重构和测量量子态维格纳函数的方法［１～８］。在

理论上，对于行波场，典型的重构方案有光学零拍层

析法［１］和光子计数法［２］；对于腔场，典型的重构方案

有原子偏转技术［３］和微脉腔方案［４］。在实验上，

Ｓｍｉｔｈｅｙ等
［５］利用光学零拍层析法重构电磁场真空态

和压缩态的维格纳函数，Ｂａｎａｓｚｅｋ等
［６］利用光子计数

法测量了真空态和相干态的维格纳函数；对于腔场，

Ｎｏｇｕｅｓ等
［７］利用原子偏转技术测量了单光子福克态
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的维格纳函数。这些重构和测量量子态维格纳函数

方案的提出极大地激发了物理学工作者们的研究兴

趣。

由于奇偶对相干态可以在原子干涉过程，或通过

非线性多光子参量过程与非连续的多光子吸收过程

之间的竞争来实现［９］。因此重构它的维格纳函数具

有重要的实验价值，有助于找到一些可观测量在实验

上实现对它的测量，从而获得此量子态在演化过程中

的信息。本文利用纠缠态 η〉表象下的维格纳算符，

重构了奇偶对相干态的维格纳函数。并根据此维格

纳函数在相空间中随变量ρ和γ的变化规律，讨论了

奇偶对相干态的非经典性质和量子干涉效应。然后，

根据奇偶对相干态的维格纳函数的边缘分布，阐明了

此维格纳函数的物理意义。最后，利用纠缠态 η〉表

象下的维格纳算符Δ１，２（ρ，γ）和纠缠态的投影算符

η，τ１，τ２〉〈η，τ１，τ２ 之间满足的拉东变换，获得了奇

偶对相干态的量子层析图函数。

２　奇偶对相干态的定义

由文献［９，１０］可知，在粒子数表象中对相干态

可表示为

ξ，狇〉＝∑
∞

狀＝０

犖（狇）ξ
狀

狀！（狀＋狇）槡 ！
狀＋狇，狀〉， （１）

式中ξ＝狉ｅｘｐ（ｉφ）为复参量，狉和φ分别是参量ξ的

模和相位角，犖（狇）是归一化系数

犖（狇）＝ ［（ｉξ ）
－狇Ｊ狇（ｉ２ξ ）］

－１／２． （２）

其中Ｊ狇（狓）是狇阶的贝塞尔函数。实际上，对相干态

是对湮灭算符（犪１犪２）和数差算符（犪
＋
１犪１－犪

＋
２犪２）的

本征态，即

犪１犪２ξ，狇〉＝ξξ，狇〉，

（犪＋１犪１－犪
＋
２犪２）ξ，狇〉＝狇ξ，狇〉

烅
烄

烆 ．
（３）

若把对相干态进行对称或反对称叠加，可获得归一

化的奇偶对相干态

ξ，狇〉±＝∑
∞

狀＝０

犆± （狀，狇）狀＋狇，狀〉， （４）

式中

犆± （狀，狇）＝
犖± （狀，狇）ξ

狀

狀！（狀＋狇）槡 ！
［１±（－１）

狀］，

犖± （狀，狇）＝ ２∑
∞

狀＝０

ξ
２

狀！（狀＋狇）！
［１±（－１）

狀｛ ｝］
－１／２

．

（５）

经过简单的计算，可知奇偶对相干态满足本征方程

（犪１犪２）
２

ξ，狇〉±＝ξ
２

ξ，狇〉±，

（犪＋１犪１－犪
＋
２犪２）ξ，狇〉±＝狇ξ，狇〉±

（６）

和正交关系

＋（－）〈ξ，狇ξ，狇〉－（＋）＝０． （７）

３　奇偶对相干态的维格纳函数

为了求出奇偶对相干态的维格纳函数，让我们

先来回顾一下纠缠态 η〉表象。在双模的福克表象

中，引入纠缠态［１１］

η〉＝ｅｘｐ －
η

２

２
＋η犪

＋
１ －η

犪＋２ ＋犪
＋
１犪

＋［ ］２ ００〉，

η＝η１＋ｉη２， （８）

把算符犪１，犪２ 分别作用于态 η〉，有

犪１ η〉＝ （η＋犪２）η〉，

犪２ η〉＝－（η

－犪

＋
１）η〉．

（９）

由（９）式可导出下面的本征方程：

（犙１－犙２）η〉＝槡２η１ η，

（犘１＋犘２）η〉＝槡２η２ η〉．
（１０）

由此可见，纠缠态 η〉是处于纠缠的两个粒子的相

对坐标（犙１－犙２）和总动量（犘１＋犘２）的共同本征

态。借助于两模真空态投影算符的正规乘积形式［１１］

００〉〈００ ＝∶ｅｘｐ（－犪＋１犪１－犪
＋
２犪２）∶， （１１）

式中符号∶∶表示正规乘积，可得到纠缠态 η〉具有

完备性

∫
ｄ２η
π η〉〈η ＝１ （１２）

和“正交归一性”

〈ηη′〉＝πδ（η－η′）δ（η

－η

′）＝πδ
（２）（η－η′）． （１３）

　　为了得到奇偶对相干态的维格纳函数，引入一个称为双变量厄米多项式的特殊函数Ｈ犿，狀（η，η
），

其定义式为［１１］

Ｈ犿，狀（η，η
）＝ ∑

ｍｉｎ（犿，狀）

犾＝０

（－）
犾犿！狀！

犾！（犿－犾）！（狀－犾）！η
犿－犾

η
狀－犾
＝

犿＋狀

狋
犿
狋＇
狀ｅｘｐ（－狋狋′＋狋η＋狋′η

）狋＝狋′＝０， （１４）

满足

Ｈ
犿，狀（η，η

）＝Ｈ狀，犿（η，η
）． （１５）

此厄米多项式Ｈ犿，狀（η，η
）的生成函数公式为

０５５
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∑
∞

犿，狀＝０

狋犿′狋狀

犿！狀！
Ｈ犿，狀（η，η

）＝ｅｘｐ（－狋狋′＋狋η＋狋′η
）． （１６）

根据纠缠态 η〉的指数形式，在双模福克空间中，可把态 η〉表示为

η〉＝ｅｘｐ（－ η
２／２）∑

∞

犿，狀＝０

（－）
狀

犿！狀槡 ！
Ｈ犿，狀（η，η

）犿，狀〉， （１７）

式中 犿，狀〉＝
犪＋犿１ 犪

＋狀
２

犿！狀槡 ！
００〉是双模福克态。由（４）式、（１５）式和（１７）式，可导出内积

〈ηξ，狇〉±＝〈η ∑
∞

狀＝０

犆± （狀，狇）狀＋狇，狀〉＝

ｅｘｐ（－ η
２／２）∑

∞

狀＝０

犖± （狀，狇）

狀！（狀＋狇）！
（－ξ）

狀［１±（－１）
狀］Ｈ狀，狀＋狇（η，η

）． （１８）

在纠缠态 η〉表象下，双模维格纳算符Δ１，２（ρ，γ）表示为
［１１］

Δ１，２（ρ，γ）＝∫
ｄ２η
π
３ γ－η〉〈γ＋ηｅｘｐ（ηρ


－η



ρ）， （１９）

式中γ＝α－β
，ρ＝α＋β

，α＝（狓１＋ｉ狆１）／槡２，β＝（狓２＋ｉ狆２）／槡２，而狓１，狓２，狆１，狆２分别为处于纠缠态 η〉下

两粒子的坐标和动量。

利用（１４）式和（１９）式，可得到由（４）式所给出的奇偶对相干态的维格纳函数

犠± （ρ，γ）＝ ± 〈ξ，狇 Δ１，２（ρ，γ）ξ，狇〉±＝∫
ｄ２η
π
３ ± 〈ξ，狇γ－η〉〈γ＋ηξ，狇〉±ｅｘｐ（ηρ


－η



ρ）＝

∑
∞

犿，狀＝０

犖± （狀，狇）犖± （犿，狇）（－）
狀＋犿

ξ
狀

ξ
犿

狀！犿！（狀＋狇）！（犿＋狇）！
［１±（－１）

犿］［１±（－１）
狀］×

∫
ｄ２η
π
３ Ｈ狀＋狇，狀［（γ－η），（γ－η）

］Ｈ犿，犿＋狇［（γ＋η），（γ＋η）
］ｅｘｐ（－ γ

２
－ η

２
＋ηρ


－η



ρ）＝

∑
∞

犿，狀＝０

犖± （狀，狇）犖± （犿，狇）（－）
狀＋犿

狀！犿！（狀＋狇）！（犿＋狇）！ξ
狀

ξ
犿［１±（－１）

犿］［１±（－１）
狀］ 

狇＋２狀

狋狇
＋狀
狋＇
狀

狇
＋２犿

狉狇
＋犿
′狉

犿 ×

∫
ｄ２η
π
３ｅｘｐ（－ γ

２
－ η

２
＋ηρ


－η



ρ－狋狋′＋狋（γ－η）＋狋′（γ－η）

－狉狉′＋

狉（γ＋η）＋狉′（γ＋η）
）狋＝狋′＝狉＝狉′＝０． （２０）

使用下面的积分公式［１１］

∫
ｄ２狕

π
ｅｘｐ（ζ狕

２
＋ξ狕＋η狕


＋犳狕

２
＋犵狕

２）＝
１

ζ
２
－４槡 犳犵

ｅｘｐ
－ζξη＋ξ

２
犵＋η

２
犳

ζ
２
－４［ ］犳犵

， （２１）

此公式的成立条件为

Ｒｅ（ζ±犳±犵）＜０，　　Ｒｅ
ζ
２
－４犳犵

ζ±犳±（ ）犵 ＜０． （２２）

因此，奇偶对相干态的维格纳函数变成

犠± （ρ，γ）＝
１

π
２ ∑

∞

犿，狀＝０

犖±
（狀，狇）犖± （犿，狇）（－）

狀＋犿

狀！犿！（狀＋狇）！（犿＋狇）！ξ
狀

ξ
犿［１±（－１）

犿］［１±（－１）
狀］ 

狇＋２狀

狋狇
＋狀
狋＇
狀

狇
＋２犿

狉
犿
狉＇狇

＋犿 ×

ｅｘｐ［（ρ－狉′＋γ）狋＋（γ

－ρ


－狉）狋′＋（γ－ρ）狉＋（γ


＋ρ

）狉′－ γ
２
－ ρ

２］狋＝狋′＝狉＝狉′＝０． （２３）

经过计算，可知奇偶对相干态的维格纳函数可写成非干涉项犠犕
±（ρ，γ）和干涉项犠

犐
±（ρ，γ）之和的形式

犠± （ρ，γ）＝犠
Ｍ
± （ρ，γ）＋犠

Ｉ
± （ρ，γ）， （２４）

其中，非干涉项和干涉项分别为

犠犕
± （ρ，γ）＝

１

π
２∑

∞

犿＝０
∑
犿

犽＝０
∑
狇＋犿

犾＝０

犿［ ］
犽

狇＋犿［ ］
犾

犖± （犿，狇）
２（－）

犾＋犽

ξ
２犿

犿！（狇＋犿）！（犿－犽）！（狇＋犿－犾）！
［１±（－１）

犿］２×

γ－ρ
２（犿－犽）

γ＋ρ
２（狇＋犿－犾）ｅｘｐ（－ γ

２
－ ρ

２）， （２５）

１５５
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犠犐
± （ρ，γ）＝ ∑

狀＞犿
∑
犿

犽＝０
∑
狇＋犿

犾＝０

＋∑
犿＞狀
∑
狀

犽＝０
∑
狇＋狀

犾＝

（ ）
０

犖± （犿，狇）犖

± （狀，狇）［１±（－１）

犿］［１±（－１）
狀］（－）

狀＋犿＋犾＋犽

ξ
犿

ξ
狀

π
２犽！犾！（犿－犽）！（狇＋犿－犾）！（狀－犽）！（狇＋狀－犾）！

×

（γ －ρ
）狀－犽（γ－ρ）

犿－犽（γ ＋ρ
）狇＋犿－犾（γ＋ρ）

狇＋狀－犾ｅｘｐ（－ γ
２
－ ρ

２）． （２６）

式中犖± （犿，狇）和犖

± （狀，狇）由（５）式给出。将（５）式代入（２５）式和（２６）式，在狇，ξ取不同值时，借助于数值

计算，可以分别得到奇偶对相干态的维格纳函数随变量ρ和γ的变化曲线如图１至图３所示。

图１ 当ξ＝０．５时，偶对相干态的维格纳函数随ρ和γ的变化曲线

Ｆｉｇ．１ ＶａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＷｉｇｎｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｅｖｅｎｐａｉｒｃｏｈｅｒｅｎｔｓｔａｔｅｓｗｉｔｈρａｎｄγｗｈｅｎξ＝０．５

图２ 当ξ＝０．５时，奇对相干态的维格纳函数随ρ和γ的变化曲线

Ｆｉｇ．２ ＶａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＷｉｇｎｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｏｄｄｐａｉｒｃｏｈｅｒｅｎｔｓｔａｔｅｓｗｉｔｈρａｎｄγｗｈｅｎξ＝０．５

图３ 当ξ＝２时，偶对相干态的维格纳函数随ρ和γ的

变化曲线

Ｆｉｇ．３ ＶａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＷｉｇｎｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｅｖｅｎｐａｉｒ

ｃｏｈｅｒｅｎｔｓｔａｔｅｓｗｉｔｈρａｎｄγｗｈｅｎξ＝２

　　由图１和图２可以看出，对于奇偶对相干态，当

狇为奇数时，维格纳函数具有向下的主峰；而当狇为

偶数时，维格纳函数具有向上的主峰。这说明狇为

偶数的偶（奇）相干态与狇为奇数的偶（奇）相干态是

互相正交的。例如，当分别取狇＝１和狇＝２时，两个

取向相反的主峰的半峰全宽和峰高相同。在相空间

中，若把这两个维格纳函数分布进行叠加，其和必为

零，此时对应的两个偶（奇）相干态是正交的。这个

规律对狇取任意值都成立，奇偶对相干态的正交关

系也可以从（４）式直接得到。

当狇取不同值时，奇偶对相干态的维格纳函数

除了都存在一个主峰外，还有许多峰值较小的波峰。

并且随着远离主峰，这些波峰的峰值逐渐减小。可

见，随着狇取值的变化，奇偶对相干态的维格纳函数

分布始终呈现多峰结构。当狇较小时，波峰的个数

较少；随着狇值逐渐增大，波峰的个数逐渐增加，即

波峰的数目与狇有关。由此可见，狇取值越大，奇偶

对相干态的量子干涉效应越显著。这个结论也可从

（２５）式和（２６）式得到。由于在奇偶对相干态的维格

纳函数犠 ±（ρ，γ）中，其干涉项犠
Ｉ
±（ρ，γ）占主要地

位，当狇取值增大时，对干涉项犠
Ｉ
±（ρ，γ）的影响要

远远大于对非干涉项犠 Ｍ
±（ρ，γ）的影响。另外，当狇

为奇数时，由于奇偶对相干态在相空间中出现更多

的负值区域，因此它们更容易展现出其非经典性。

而对于狇的同一取值（例如狇＝２），奇对相干态的维

格纳函数波峰的个数比偶对相干态明显增多，即当

狇取同一值时，奇对相干态的量子干涉效应要比偶

对相干态显著。随着狇取值的增大，奇对相干态的

２５５
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维格纳函数波峰的个数增加的要比偶对相干态快。

可见，狇取值的变化对奇对相干态的量子干涉效应

的影响更为显著。

比较图３和图１（ｂ）可见，随着ξ取值的不断增

大，偶对相干态的维格纳函数在相空间中发生显著

变化，有规律分布的多峰结构被破坏。即随着ξ值

的增大，偶对相干态的干涉效应明显增强，这是由于

偶对相干态的维格纳函数的干涉项犠Ｉ
＋（ρ，γ）发生

较大改变造成的。对于奇对相干态，其维格纳函数

在相空间中也有类似的变化。

下面给出奇偶对相干态维格纳函数的边缘分

布。对于奇偶对相干态，由于它是双模态且处于此

态的两粒子具有很强的纠缠性，因此可以利用纠缠

态来获得它的边缘分布函数。

在ρ－γ相位空间中，对维格纳 算符Δ１，２（ρ，γ）

中变量ρ进行积分，可得到此积分与纠缠态 η〉的投

影算符的关系［１１］

∫ｄ
２

ρΔ１，２（ρ，γ）＝
１

π η
〉〈η η＝γ． （２７）

因此，奇偶对相干态的维格纳函数犠 ±（ρ，γ）在γ方

向的边缘分布函数为

犘± （γ）＝∫ｄ
２

ρ犠± （ρ，γ）＝
１

π
〈ηξ，狇〉

２

η＝γ ＝

ｅｘｐ（－ γ
２）犖± （狀，狇）

２

π ∑
∞

狀＝０

（－ξ）
狀［１±（－１）

狀］

狀！（狀＋狇）！
Ｈ狀，狀＋狇（γ，γ

）
２

． （２８）

由此可见，犘± （γ）表示具有相对坐标槡２γ１，同时具有总动量槡２γ２ 的纠缠双粒子在奇偶对相干态中找到的几

率。

在纠缠态 ζ〉表象下，双模的维格纳算符Δ１，２（ρ，γ）可表示为
［１１］

Δ１，２（ρ，γ）＝∫
ｄ２ζ
π
３ ρ－ζ〉〈ρ＋ζｅｘｐ（ζ


γ－ζγ

）， （２９）

式中

ζ〉＝ｅｘｐ －
１

２ ζ
２
＋ζ犪

＋
１ ＋ζ

犪＋２ －犪
＋
１犪

＋［ ］２ ００〉，　　ζ＝ζ１＋ｉζ２， （３０）

满足下列方程：

（犡１＋犡２）ζ〉＝槡２ζ１ ζ〉，　　（犘１－犘２）ζ〉＝槡２ζ２ ζ〉． （３１）

可见，纠缠态 ζ〉是处于纠缠的两粒子的质心坐标（犡１＋犡２）和相对动量（犘１－犘２）的共同本征态。在ρ－γ相

位空间中，若对维格纳算符Δ１，２（ρ，γ）中变量γ进行积分，可得到此积分与纠缠态 ζ〉的投影算符的关系
［１１］

∫ｄ
２
γΔ１，２（ρ，γ）＝

１

π ζ
〉〈ζ ζ＝ρ． （３２）

同样，奇偶对相干态的维格纳函数犠 ±（ρ，γ）在ρ方向的边缘分布函数为

犘± （ρ）＝∫ｄ
２
γ犠± （ρ，γ）＝

１

π
〈ζξ，狇〉

２

ζ＝ρ＝

ｅｘｐ（－ ρ
２）犖± （狀，狇）

２

π ∑
∞

狀＝０

ξ
狀［１±（－１）

狀］

狀！（狀＋狇）！
Ｈ狀，狀＋狇（ρ，ρ

）
２

． （３３）

由此可见，犘± （ρ）表示具有质心坐标槡２ρ１，同时具有

相对动量槡２ρ２的纠缠双粒子在奇偶对相干态中找到

的几率。因此，奇偶对相干态 的 维格纳 函数

犠± （ρ，γ）的物理意义就在于它的边缘分布函数给

出具有相对坐标槡２γ１（质心坐标槡２ρ１）而同时具有总

动量槡２γ２（相对动量槡２ρ２）的纠缠双粒子在奇偶对相

干态中出现的概率。

４　奇偶对相干态的层析图函数
在量子力学的框架内，体系的状态可由希尔伯

特（Ｈｉｌｂｅｒｔ）空间中的态矢量及其在相空间的各种

概率分布函数来描述，但它们一般不能被直接测量；

而层析照相法技术则是利用可被直接测量的正定的

概率分布函数即层析图函数，来实现对量子态进行

直接测量的一种方法。由于层析图函数能够被直接

测量且可以重构量子态的密度算符，因此在量子光

学和量子统计中经常被用来描述量子体系状态及其
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演化行为。在实验上，只要能够在可观测量所在表

象下测得波函数的模方，就能够获得该量子态的层

析图函数，从而实现对该量子态的有效测量。

对于给定的单模态的密度矩阵ρ（狆，狇），其对应

的维格纳函数为［１２］

犠（狆，狇）＝∫ｄμρ狇＋
μ
２
，狇－μ（ ）２ ｅｘｐ－ｉ狆μ珔（ ）犺 ，（３４）

则其 拉东（Ｒａｄｏｎ）变换是

犜（犙，μ，ν）＝∫
ｄ狆ｄ狇
２π珔犺

犠（狆，狇）δ（犙－μ狇－ν狆），

（３５）

此即为ρ（狆，狇）的量子层析图函数。

由于双模维格纳算符Δ１，２（ρ，γ）和纠缠态的投

影算符 η，τ１，τ２〉〈η，τ１，τ２ 之间满足拉东变换
［１１］

η，τ１，τ２〉〈η，τ１，τ２ ＝πｄ
２
γ犱

２

ρδ（η１－μ１γ１－ν１ρ２）δ（η２－μ２ρ１－ν２γ２）Δ１，２（ρ，γ）， （３６）

式中纠缠态 η，τ１，τ２〉是算符［μ１（犡１－犡２）＋ν１（犘１－犘２）］和［μ２（犡１＋犡２）＋ν２（犘１＋犘２）］的共同本征态。

在福克表象下，纠缠态 η，τ１，τ２〉可表示为

η，τ１，τ２〉＝
１

狘τ１τ２槡 狘
ｅｘｐ － η

２
１

２τ１
２－

η
２
２

２τ２
２＋

η１

τ

１

＋η
２

τ
（ ）
２

犪＋＋ －η
１

τ

１

＋η
２

τ
（ ）
２

犫＋｛ ＋

１

２
［ｅｘｐ（ｉ２θ１）－ｅｘｐ（ｉ２θ２）］犪

＋犫＋－
１

４
［ｅｘｐ（ｉ２θ１）＋ｅｘｐ（ｉ２θ２）］（犪

＋２
＋犫

＋２ ｝） ００〉， （３７）

η＝η１＋ｉη２，

式中τ１，τ２，ρ，γ为复参量，τ犻 ＝ τ犻 ｅｘｐ（ｉθ）＝μ犻＋ｉν犻，ρ＝ρ１＋ｉρ２，γ＝γ１＋ｉγ２，犻＝１，２。因此，对于具有纠

缠特性的双模态 ψ〉，其量子层析图函数可被定义为

犜（η，τ１，τ２）＝πｄ
２
γ犱

２

ρδ（η１－μ１γ１－ν１ρ２）δ（η２－μ２ρ１－ν２γ２）〈ψ Δ１，２（ρ，γ）ψ〉． （３８）

这意味着处于纠缠的双模态 ψ〉的量子层析图函数恰好是在纠缠态 η，τ１，τ２〉表象下波函数的模方形式，这

是获得纠缠量子态的层析图函数的一种新的方法。因此，奇偶对相干态 ξ，狇〉±的层析图函数为

犜（η，τ１，τ２）＝πｄ
２
γ犱

２

ρδ（η１－μ１γ１－ν１ρ２）δ（η２－μ２ρ１－ν２γ２）± 〈ξ，狇 Δ１，２（ρ，γ）ξ，狇〉±＝ 〈η，τ１，τ２ξ，狇〉±
２．

（３９）

由于态 ξ，狇〉±的层析图函数的振幅为

±〈ξ，狇η，τ１，τ２〉＝∑
∞

狀＝０
∑

［（狀＋狇）／２］

犽＝０
∑

狀＋狇－２犽

犾＝０
∑
［狀／２］

犿＝０

（－）
犽＋犿犖± （狀，狇）ξ

狀［１±（－１）
狀］

２犾＋２犽＋２犿犿！犽！犾！（狀＋狇－２犽－犾）！（狀－２犿－犾）！ τ１τ槡 ２

×

η１

τ

１

＋η
２

τ
（ ）
２

狀＋狇－２犽－犾

－η
１

τ

１

＋η
２

τ
（ ）
２

狀－２犿－犾

［ｅｘｐ（ｉ２θ１）－ｅｘｐ（ｉ２θ２）］
犾［ｅｘｐ（ｉ２θ１）＋ｅｘｐ（ｉ２θ２）］

犽＋犿
×

ｅｘｐ － η
２
１

２τ１
２－

η
２
２

２τ２（ ）２ ． （４０）

式中利用了积分公式［１３］

∫
ｄ２狕

π
狕狀ｅｘｐ（ζ狕

２
＋ξ狕＋η狕


＋犵狕

２）＝－
１（ ）ζ

２狀＋１

ｅｘｐ
１

ζ
２
（犵ξ

２
－ζξη［ ］）∑

［狀／２］

犽＝０

狀！

犽！（狀－２犽）！
（２ξ犵－ζη）

狀－２犽（犵ζ
２）犽，

（４１）

则奇偶对相干态 ξ，狇〉±的层析图函数为

犜（η，τ１，τ２）＝ ∑
∞

狀＝０
∑

［（狀＋狇）／２］

犽＝０
∑

狀＋狇－２犽

犾＝０
∑
［狀／２］

犿＝０

犖± （狀，狇）ξ
狀［１±（－１）

狀］

２犾＋２犽＋２犿犿！犽！犾！（狀＋狇－２犽－犾）！（狀－２犿－犾）！ τ１τ槡 ２

×

η１

τ

１

＋η
２

τ
（ ）
２

狀＋狇－２犽－犾

－η
１

τ

１

＋η
２

τ
（ ）
２

狀－２犿－犾

［ｅｘｐ（ｉ２θ１）－ｅｘｐ（ｉ２θ２）］
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η
２
２
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２

． （４２）

可见，在实验上只要能够在纠缠态 η，τ１，τ２〉表象下 测得 〈η，τ１，τ２ξ，狇〉±
２，即可获得奇偶对相干态
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ξ，狇〉±的层析图函数，从而实现对双模态 ξ，狇〉±的

测量。

５　结　　论

利用纠缠态表象下的维格纳算符，重构了奇偶

对相干态的维格纳函数。并根据此维格纳函数在相

空间随变量ρ和γ的变化关系，讨论了奇偶对相干

态的非经典性质和量子干涉效应。结果表明，奇偶

对相干态总呈现非经典性质，且在狇取奇数时，奇偶

对相干态更容易出现非经典性质。同时，对于狇的

不同取值，奇偶对相干态的维格纳函数分布始终呈

现多峰结构，且波峰的数目与狇有关，即奇偶对相干

态的量子干涉效应的显著程度与狇取值有关。对于

狇的同一取值，奇对相干态的量子干涉效应更为显

著。根据奇偶对相干态的维格纳函数的边缘分布，

阐明此维格纳函数的物理意义在于它的边缘分布给

出了处于纠缠态的两粒子在该奇偶对相干态中找到

的几率。最后，利用纠缠态 η〉表象下维格纳算符

Δ１，２（ρ，γ）和纠缠态 η，τ１，τ２〉的投影算符之间满足

的拉东变换，获得了奇偶对相干态的量子层析图函

数。这是获得纠缠量子态的层析图函数的一种新的

方法。同时，由于它是可以被直接测量的正定的概

率分布函数，且经常用来描述量子态的演化行为。

因此，获得奇偶对相干态的量子层析图函数具有较

高的理论学术价值和一定的实践意义。
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