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数字光弹性相移法中全场等倾角和等差线相位
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摘要　以径向受压圆盘为例，从弹性力学的角度详细分析了模型全场等倾角相位的情况，分析第一主应力的方向，在

六步相移法的基础上提炼出圆盘全场等倾角相位和等差线的真实相位。采用有限元软件 ＭＡＲＣ与形函数拟合相结

合的方法模拟径向受压圆环六步相移图和等差线相位图，可以推广到没有解析解或者解析解复杂的应力模型的光弹

性实验模拟。通过径向受压圆盘实验验证了方法的可行性，实现光弹法中自动提取全场等差线的信息。
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１　引　　言

Ｅ．Ａ．Ｐａｔｔｅｒｓｏｎ等
［１］提出的六步相移法是确

定光弹性等差线和等倾角的全场方法，将应力模型

置于正交圆偏振光场中，采用单色光入射，分别旋转

两个１／４波片和分析镜，得到六幅具有不同相位差

的图像，再通过反正切运算得到需要的等倾角（第一

主应力方向）和等差线相位值。由于反正切运算得

到的全场等倾角值中耦合了第一和第二主应力方向

的信息，如何分离主应力方向，是光弹实验中感兴趣

的话题之一，它直接影响了等差线相位的计算。文

献［２～６］对等差线与等倾角耦合的情况进行了分

析，主要采用直接对全场等差线相位图像进行处理，

消除全场等倾角不统一的影响。本文从理论公式上

分析了产生影响的原因，利用绘制主应力迹线的方

法分析全场等倾角相位，针对一些解析解比较复杂

和没有解析解的应力模型，结合有限元软件模拟六

步相移图和等差线相位图。

２　六步相移基本原理

将应力模型置入图１的圆偏振光学系统中
［７］，应

力模型在该系统中从检偏器出射的光矢量表达式为

犈＝犘β犙犑θ犙ξ［］
１

０
， （１）

式中［］
１

０
为从起偏镜出射的平面偏振光的琼斯向

量，犘β为检偏器的琼斯矩阵，β为检偏器与参考系狓

轴的夹角：

犘β＝
ｃｏｓ２β ｓｉｎβｃｏｓβ

ｓｉｎβｃｏｓβ ｓｉｎ２［ ］
β

， （２）

犙为第二个１／４波片的琼斯矩阵，为第二个１／４波
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图１ 圆偏振光学系统

Ｆｉｇ．１ Ｏｐｔｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｏｆｃｉｒｃｕｌａｒｐｏｌａｒｉｓｃｏｐｅ

片快轴与参考系狓轴的夹角：

犙 ＝
ｉｃｏｓ２＋ｓｉｎ

２
 （ｉ－１）ｃｏｓｓｉｎ

（ｉ－１）ｃｏｓｓｉｎ ｉｓｉｎ２＋ｃｏｓ
２［ ］

，（３ａ）

犙ξ为第一个１／４波片的琼斯矩阵，ξ为第一个１／４波

片快轴与参考系狓轴的夹角：

犙ξ＝
ｉｃｏｓ２ξ＋ｓｉｎ

２

ξ （ｉ－１）ｃｏｓξｓｉｎξ
（ｉ－１）ｃｏｓξｓｉｎξ ｉｓｉｎ２ξ＋ｃｏｓ

２［ ］
ξ

，（３ｂ）

犑θ为介质的琼斯矩阵，θ为等倾角相位：

犑θ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ 　ｃｏｓ［ ］θ
ｅｘｐ（ｉδ） ０

［ ］０ １
×

　ｃｏｓθ ｓｉｎθ

－ｓｉｎθ ｃｏｓ［ ］θ ， （４）

那么从检偏器出射的光强表达式为

犐＝犈犈

＝犐ｂ＋

犐ａ
２
｛１－ｃｏｓδｃｏｓ２（β－＋ξ）＋

ｓｉｎ［δ＋２（β＋）］ｓｉｎ２（θ＋β）ｓｉｎ２（β＋－ξ｝，（５）

式中角标  为复共轭矩阵符号，犐ｂ 为背景光强，犐ａ

为经过起偏镜的光的振幅。

当两个１／４波片和检偏器按照一定角度旋转

时，可得到不同的光强表达式［８～１２］（表１）。

表１ 六步相移光强表达式

Ｔａｂｌｅ１ Ｌｉｇｈｔｉｎｔｅｎｓｉｔｙｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｆｏｒｓｉｘｓｔｅｐｐｈａｓｅ

ｓｈｉｆｔｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

Ｎｕｍｂｅｒ ξ  β Ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

１ ３π／４ π／４ π／２ 犐１＝犐ｂ＋０．５犐ａ（１－ｃｏｓδ）

１ ３π／４ π／４ ０ 犐２＝犐ｂ＋０．５犐ａ（１＋ｃｏｓδ）

３ ３π／４ ０ ０ 犐３＝犐ｂ＋０．５犐ａ（１＋ｓｉｎδｓｉｎ２θ）

４ ３π／４ π／４ π／４ 犐４＝犐ｂ＋０．５犐ａ（１＋ｓｉｎδｃｏｓ２θ）

５ π／４ ０ ０ 犐５＝犐ｂ＋０．５犐ａ（１－ｓｉｎδｓｉｎ２θ）

６ π／４ ３π／４ π／４ 犐６＝犐ｂ＋０．５犐ａ（１－ｓｉｎδｃｏｓ２θ）

　　根据表１的六个光强表达式，得到

θ＝
１

２
ａｒｃｔａｎ

犐３－犐５
犐４－犐（ ）６ ， （６）

当ｓｉｎδ≠０时有

δ＝ａｒｃｔａｎ
（犐５－犐３）ｓｉｎ２θ＋（犐６－犐４）ｃｏｓ２θ

犐１－犐［ ］２

． （７）

３　径向受压圆盘全场等倾角和等差线

相位分析

３．１　六步相移结果

采用有理论精确解的径向压缩圆盘来进行仿真

模拟，圆盘直径５０ｍｍ，厚度６ｍｍ，材料条纹值

１１Ｎ／（ｍｍ·ｌｐ），径向压力８３２Ｎ，光源波长７１５ｎｍ，

图像大小２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ。

利用（６）式可得到全场等倾角相位θ在［０，π／２］

之间，图２（ａ）是模拟圆盘的全场等倾角图，图２（ｂ）是

相对于该等倾角用（６）式计算得到的等差线相位图，

范围在［－π，π］之间。两幅图像均用２５６级灰度显

示，图２（ａ）中０对应的灰度值是０，π／２对应的灰度值

是２５５，灰度值越高图像颜色越浅，图２（ｂ）中－π对应

的灰度值是０，π对应的灰度值是２５５。

图２ 相移法结果。（ａ）等倾角相位图，（ｂ）等差线相位

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｓｕｌｔｓｂｙｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｍｅｔｈｏｄ．（ａ）Ｉｓｏｃｌｉｎｉｃａｎｇｌｅ

ｐｈａｓｅｍａｐ，（ｂ）ｉｓｏｃｈｏｒｏｍａｔｉｃｐｈａｓｅｍａｐ

可见，六步相移法直接计算得到的等倾角与等

差线相位图都不能反映其真实的主应力方向和差值

大小，在等倾线为０°时等差线相位出现了反向。

３．２　全场等倾角和等差线真实相位

等倾角相位即主应力的方向，对于平面问题，若

４７２
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设σ１ 和σ２ 为模型上任一点的两个主应力，其中

σ１＞σ２。σ１ 与整体坐标轴狓的夹角用θ１ 表示，σ１ 与

整体坐标轴狔的夹角用θ２ 表示，则有

ｓｉｎ２θ１＋ｓｉｎ
２
θ２ ＝１，　θ１ ＝θ２＋π／２， （８）

根据弹性力学理论，σ２与整体坐标轴狓的夹角为θ２，

则σ２ 与整体坐标轴狔的夹角为θ１。平面模型中一点

的主应力方向可约定为σ１ 与狓轴方向的夹角（或者

σ１ 与狔轴方向的夹角）。

在自由边界上的各点，仅有一个不为０的主应

力，其方向与边界相切，所以自由边界上各点的主应

力方向为其边界上该点的切线方向。如图３（ａ）所

示的径向受压圆盘，边界上犃，犅，犃１，犅１。四点的主

应力方向分别为矢量线犾Ａ，犾Ｂ，犾Ａ１和犾Ｂ１的方向，约定

全场主应力方向均表示为第一主应力σ１ 与狓轴的

夹角，则该四点的主应力方向角分别为８０°，７０°，

１００°和１１０°。图３（ｂ）是圆盘全场等倾角相位图，范

围０～π。

图３ 径向受压圆盘等倾角相位图（ａ），全场等倾角相位图（ｂ）

Ｆｉｇ．３ Ｉｓｏｃｌｉｎｉｃａｎｇｌｅｐｈａｓｅｍａｐ（ａ），ｗｈｏｌｅｆｉｅｌｄｉｓｏｃｌｉｎｉｃａｎｇｌｅｐｈａｓｅｍａｐ（ｂ）ｏｆａｄｉｓｋｕｎｄｅｒｄｉａｍｅｔｒａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

图４ 径向受压圆盘部分主应力迹线

Ｆｉｇ．４ Ｔｒａｃｅｏｆｐｒｉｎｃｉｐａｌｓｔｒｅｓｓｏｆａｄｉｓｋｕｎｄｅｒ

ｄｉａｍｅｔｒａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

３．３　全场等倾角和等差线相位的调整步骤

３．３．１　等倾角相位对应的主应力迹线

利用模型的等倾线图绘制主应力迹线，主应力迹

线是由两族所组成，在主应力迹线上，每一点的切线

方向即为该点的两个主应力方向。已知模型中等倾

线分布，要求绘制通过点犘的主应力迹线。首先确

定狓轴１０°；以犘点为起点，以犘点处等倾线的值为

斜率做一条短的线段犾１；以犾１的终点做起点，以犘１点

处等倾线的值为斜率做线段犾２，其终点是犘２，以此类

推，直到点犘狀 超出模型边界；联结这些小的线段并匀

滑，则此线即为通过犘点的主应力迹线之一。一族

主应力迹线求得后，则另一族可根据正交关系做出。

主应力迹线的切线方向即是该点的等倾角相位值。

图４是根据径向受压圆盘等倾线相位图［图２（ａ）］绘

制的一组主应力迹线的示意图，其中实线表示σ２ 的

方向，虚线表示σ１的方向，另一组可根据正交关系作

出。可见图２（ａ）的等倾角相位即包含σ１ 与狓轴的夹

角又含有σ２ 与狓轴的夹角信息，要得到真实的相位

值需要对全场主应力方向进行统一。

图５ 径向受压圆盘全场等差线相位图

Ｆｉｇ．５ Ｗｈｏｌｅｆｉｅｌｄｉｓｏｃｈｏｒｏｍａｔｉｃｐｈａｓｅｍａｐｏｆ

ａｄｉｓｋｕｎｄｅｒｄｉａｍｅｔｒａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

３．３．２　等倾角相位的调整

由图４可知，在集中力作用点处，以０°等倾线为

界，两个区域分别表示不同的在主应力方向，得到全

场统一的等倾角真实相位的方法是主应力σ２ 对应

区域的等倾角值加上（或减去）９０°。根据全场等倾
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线参量和主应力迹线可以作出全场等倾线相位图

［图３（ｂ）］，图５是根据全场等倾角计算得到的等差

线相位图。

４　径向受压圆环模拟分析

圆环外半径５０ｍｍ，内半径３０ｍｍ，厚度５

ｍｍ，材料条纹值 １１．８Ｎ／（ｍｍ·ｌｐ），光源波长

７１５ｎｍ，径向受压３００Ｎ。利用有限元软件 ＭＡＲＣ

计算该圆环主应力场，得到的是网格节点的数值，通

过对各网格进行函数拟合，计算出全场主应力值，进

而得到表１表达式中的六幅图，如图６。

图６ 六步相移法对应的径向压缩圆环模拟图像

Ｆｉｇ．６ Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｉｍａｇｅｓｏｆａｒｉｎｇｕｎｄｅｒｄｉａｍｅｔｒａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

图７ 径向受压圆环全场等倾角相位图（ａ），部分主应力迹线（ｂ）

Ｆｉｇ．７ Ｗｈｏｌｅｆｉｅｌｄｉｓｏｃｌｉｎｉｃａｎｇｌｅｐｈａｓｅｍａｐ（ａ），ｔｈｅｔｒａｃｅｏｆｐｒｉｎｃｉｐａｌｓｔｒｅｓｓ（ｂ）ｏｆａｒｉｎｇｕｎｄｅｒｄｉａｍｅｔｒａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

　　按照（５）式计算得到的范围０～π／２的等倾角相

位图见图７（ａ），图７（ａ）中犘点为主应力作用点，犗点

为各向同性点，点犃，犅，犆，犇，犈，犉，犌，犎 是奇点；图７

（ｂ）是根据图７（ａ）绘制的部分主应力迹线图。可见，

在这些标示点处，以０°等倾线为界，模型分为两部分，

这两部分的等倾线分别表示不同的主应力方向。

由六步相移法计算得到的受力模型全场等倾角

相位在各向同性点、零应力点（奇点和自由方角）附

近有与集中力作用点一致的情况。所以统一全场等

倾角相位的必要条件是根据模型范围０～π／２的全

场等倾角相位图中找到这些特殊点和包含这些特殊

点的边界与０°等倾线形成的区域；结合自动绘制的

主应力迹线来判断需要加（减）９０°的区域。

图８为调整好的圆环全场等倾角相位图和根据

其计算得到的全场等差线相位图。把计算得到的等

差线相图进行去包裹运算即得到真实的等差线相位。
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图８ 调整后的圆环全场等倾角相位图（ａ），全场等差线相位图（ｂ）

Ｆｉｇ．８ Ｗｈｏｌｅｆｉｅｌｄｉｓｏｃｌｉｎｉｃａｎｇｌｅｐｈａｓｅｍａｐ（ａ）ａｎｄｗｈｏｌｅｆｉｅｌｄｉｓｏｃｈｏｒｏｍａｔｉｃｐｈａｓｅｍａｐｏｆｒｉｎｇａｆｔｅｒａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ

５　实验验证

将冻结圆盘模型放入平面偏振场中，圆盘直径

４０ｍｍ，厚度６ｍｍ，材料条纹值为１１．２Ｎ／（ｍｍ·ｌｐ），

用ＣＣＤ摄像机分别拍摄其按照表１表达式的六幅

图像，图９为统一前和统一后的圆盘全场等倾角相

位，其对应的等差线相位信息在图１０中给出。

通过结合受力模型主应力迹线来辨别第一主应力

方向，统一全场等倾角相位信息，得到真实的受力模型

包裹的等差线相位值，实验结果比较理想，若需得到等

差线全局级数，需要进行去包裹处理，如图１０（ｃ）。

图９ 处理前（ａ）和处理后（ｂ）的圆盘等倾角相位图

Ｆｉｇ．９ Ｉｓｏｃｌｉｎｉｃａｎｇｌｅｐｈａｓｅｍａｐｓｏｆａｄｉｓｋｂｅｆｏｒｅ（ａ）ａｎｄａｆｔｅｒ（ｂ）ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ

图１０ 调整前（ａ），调整后（ｂ）的圆盘等差线相位图，调整后的去包裹相图（ｃ）

Ｆｉｇ．１０Ｉｓｏｃｈｒｏｍａｔｉｃｐｈａｓｅｍａｐｓｏｆａｄｉｓｋｂｅｆｏｒｅ（ａ），ａｆｔｅｒ（ｂ）ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ，ａｎｄｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｐｈａｓｅｍａｐａｆｔｅｒａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ（ｃ）

６　结　　论

光弹性相移法所确定的包含主应力信息的相位

值对应等倾线和等差线两个参量，分析了六步相移

法，以径向受压圆盘为例详细讨论了其等倾角相位

的分布情况以及等差线相位与等倾角相互耦合的原

因和分离的方法。提出了利用有限元软件来模拟没

有解析解或者解析解复杂的应力模型的全场等差线

相位值的方法。径向受压圆盘实验表明，统一全场

倾角相位信息，可得到真实的受力模型包裹的等差

线相位值，证实了本文方法的可行性。
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