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摘要　针对 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换存在频谱混叠的问题，立足于拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）塔型变换的分析研究，指出了

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换频谱混叠的根本原因在于Ｌａｐｌａｃｅ塔型变换中两个低通滤波器不满足Ｎｙｑｕｉｓｔ抽样定律，致使阻带

截至频率大于π／２，导致Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的频谱混叠。基此，设计了满足Ｎｙｑｕｉｓｔ抽样定律的低通滤波器，提出了一

种新型的Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换，即抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换。抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换有效地抑制了频谱混叠，基函数的空

频局域性均明显优于Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ。通过对Ｂａｒｂａｒａ图像的硬阈值去噪实验研究结果表明，抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换去

噪在峰值信噪比（ＰＳＮＲ）上高出 Ｃｏｎｔｏｕｌｅｔ变换２．３ｄＢ（噪声均方差为３０），去噪效果好，同时还有效抑制了

Ｃｏｎｔｏｕｌｅｔ变换去噪后的“划痕”现象，图像的视觉效果更佳。
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中图分类号　ＴＰ３９１　　　　文献标识码　Ａ　　　犱狅犻：１０．３７８８／犃犗犛２００８２８１１．２０９０

犃狀犪犾狔狊犻狊狅犳犉狉犲狇狌犲狀犮狔犃犾犻犪狊犻狀犵狅犳犆狅狀狋狅狌狉犾犲狋犜狉犪狀狊犳狅狉犿

犅犪狊犲犱狅狀犔犪狆犾犪犮犲犘狔狉犪犿犻犱犪犾犜狉犪狀狊犳狅狉犿

犉犲狀犵犘犲狀犵　犠犲犻犅犻犪狅　犘犪狀犢犻狀犵犼狌狀　犕犻犇犲犾犻狀犵

犓犲狔犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅犳犗狆狋狅犈犾犲犮狋狉狅狀犻犮狊犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔牔犛狔狊狋犲犿，犕犻狀犻狊狋狉狔狅犳犈犱狌犮犪狋犻狅狀，

犆犺狅狀犵狇犻狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犆犺狅狀犵狇犻狀犵４０００４４，
（ ）犆犺犻狀犪

犃犫狊狋狉犪犮狋　犃犿犪犼狅狉犱狉犪狑犫犪犮犽狅犳狋犺犲狅狉犻犵犻狀犪犾犮狅狀狋狅狌狉犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿犻狊犳狉犲狇狌犲狀犮狔犪犾犻犪狊犻狀犵，犻．犲．，犻狋狊犫犪狊犻狊犻犿犪犵犲狊犪狉犲狀狅狋

犾狅犮犪犾犻狕犲犱犻狀狋犺犲犳狉犲狇狌犲狀犮狔犱狅犿犪犻狀．犠犲犪狀犪犾狔狕犲狋犺犲犮犪狌狊犲狅犳狋犺犻狊狆狉狅犫犾犲犿犳狉狅犿狋犺犲犪狊狆犲犮狋狅犳犔犪狆犾犪犮犲狆狔狉犪犿犻犱犪犾（犔犘）

狋狉犪狀狊犳狅狉犿狋狅犿犪犽犲狊狌狉犲狋犺犪狋狋犺犲犪犾犻犪狊犻狀犵犻狊犮犪狌狊犲犱犫狔狋犺犲狉犲犪狊狅狀狋犺犪狋狋犺犲狋狑狅犾狅狑狆犪狊狊犳犻犾狋犲狉狊狅犳犔犘狋狉犪狀狊犳狅狉犿犱狅狀狅狋

狊犪狋犻狊犳狔狑犻狋犺犖狔狇狌犻狊狋犛犺犪狀狀狅狀狊犪犿狆犾犻狀犵狋犺犲狅狉犲犿犪狀犱犻狋狊狊狋狅狆犫犪狀犱犳狉犲狇狌犲狀犮狔犻狊犿狅狉犲狋犺犪狀π／２．犅犪狊犲犱狅狀狋犺犻狊狉犲犪狊狅狀，

狑犲犱犲狊犻犵狀犪狀犲狑犾狅狑狆犪狊狊犳犻犾狋犲狉狑犻狋犺狊狋狅狆犫犪狀犱犳狉犲狇狌犲狀犮狔狊犿犪犾犾犲狉狋犺犪狀π／２犪狀犱狆狉狅狆狅狊犲犪狀犪狀狋犻犪犾犻犪狊犻狀犵犮狅狀狋狅狌狉犾犲狋

狋狉犪狀狊犳狅狉犿．犜犺犲犪狀狋犻犪犾犻犪狊犻狀犵犮狅狀狋狅狌狉犾犲狋犻狊狊狌狆犲狉犻狅狉狋狅犮狅狀狋狅狌狉犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿犻狀狋犺犲狉犲狊狆犲犮狋狊狅犳狋犺犲狉犲犵狌犾犪狉犻狋狔犪狀犱

犾狅犮犪犾犻狕犪狋犻狅狀狅犳犫犪狊犻狊犳狌狀犮狋犻狅狀，犪狀犱犱犲狆狉犲狊狊犲狊狋犺犲犳狉犲狇狌犲狀犮狔犪犾犻犪狊犻狀犵犲犳犳犻犮犻犲狀狋犾狔．犖狌犿犲狉犻犮犪犾犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋狊狅狀狆犲狆狆犲狉狊

犻犿犪犵犲犱犲狀狅犻狊犻狀犵狊犺狅狑狋犺犪狋狋犺犲狆狉狅狆狅狊犲犱犪狀狋犻犪犾犻犪狊犻狀犵犮狅狀狋狅狌狉犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿犮犪狀狊犻犵狀犻犳犻犮犪狀狋犾狔狅狌狋狆犲狉犳狅狉犿狋犺犲狅狉犻犵犻狀犪犾

狋狉犪狀狊犳狅狉犿犫狅狋犺犻狀狋犲狉犿狊狅犳狆犲犪犽狊犻犵狀犪犾狀狅犻狊犲狉犪狋犻狅（犘犛犖犚）犫狔２．３犱犅狑犻狋犺狀狅犻狊犲狉狅狅狋犿犲犪狀狊狇狌犪狉犲狅犳３０犪狀犱犻狀狏犻狊狌犪犾

狇狌犪犾犻狋狔．犐狋犪犾狊狅犱犲狆狉犲狊狊犲狊狋犺犲狊犮狉犪狋犮犺狆犺犲狀狅犿犲狀狅狀犪犳狋犲狉犪狀狋犻犪犾犻犪狊犻狀犵犮狅狀狋狅狌狉犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿犱犲狀狅狊犻狀犵．

犓犲狔狑狅狉犱狊　犱犻犵犻狋犪犾犻犿犪犵犲 狆狉狅犮犲狊狊犻狀犵；犳狉犲狇狌犲狀犮狔 犪狀狋犻犪犾犻犪狊犻狀犵；犪狀狋犻犪犾犻犪狊犻狀犵 犮狅狀狋狅狌狉犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿；狆狅犾狔狆犺犪狊犲

狉犲狆狉犲狊犲狀狋犪狋犻狅狀

　　收稿日期：２００８０１２４；收到修改稿日期：２００８０４０９

基金项目：国家自然科学基金（６０１７２０７４），国防预研基金（ＪＷ２０２５０５６）和重庆市自然科学基金（ＣＳＴＣ２００７ＢＢ３１７４）资

助项目。

作者简介：冯　鹏（１９８１），男，博士，主要从事数字图像处理及多尺度几何分析方面的研究。Ｅｍａｉｌ：ｃｏｅｆｐ＠１６３．ｃｏｍ

１　引　　言
近年来，小波分析理论在数字信号处理中的研

究与应用获得了飞速的发展，这主要源于小波是表

示具有一维点状奇异性函数的最优基［１～３］，使之能

够对一维分段连续信号进行有效的分析。然而，常

用的二维小波是一维小波的张量积，仅具有有限的
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方向（严格而言，仅有水平、垂直和对角三个方向），

致使二维张量小波不能充分利用图像中的方向信

息，也就无法“最优”或“稀疏”表示二维图像的信息，

因为二维图像的高维奇异性主要以边缘和轮廓信息

为特 征。为 此，国 内 外 有 关 学 者 研 究 发 展 了

Ｒｉｄｇｅｌｅｔ变换
［４，５］、Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换

［６，７］及 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ

变换［８，９］等一系列的多尺度几何分析方法，致力于

解决二维图像高维奇异性的表达问题。Ｒｉｄｇｌｅｔ变

换是Ｃａｎｄèｓ于１９９８年提出的，其核心思想是利用

Ｒａｄｏｎ变换，将线奇异转化为点奇异，尔后通过小波

变换以捕获点奇异。可见，Ｒｉｄｇｅｌｅｔ虽是表示直线

奇异性图像的最优基，但不适合处理含曲线奇异性

的图像。对此问题，Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换则可以得到较好

的解决。Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换是Ｒｉｄｇｅｌｅｔ变换的推广，它

通过分块脊波变换和子带分解算法，实现对图像的

多尺度、多方向分解，使之成为表示二阶可微的平滑

曲线边缘图像的最优基，进而获得时频局域性和非

线性逼近的优良性能。然而，Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换的缺点

是冗余度巨大（冗余度为１６犑＋１，犑为分解尺度），

使其在实际的图像信息处理中难以应用。基此，Ｍ．

Ｎ．Ｄｏ提出了一种新的低冗余度的图像分解方法，

即Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换
［１０，１１］。Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换是通过拉

普拉斯塔型变换（ＬａｐｌａｃｅＰｙｒａｍｉｄａｌＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＬＰ

变换）和方向滤波器组（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎａｌＦｉｌｔｅｒＢａｎｋｓ，

ＤＦＢ）相结合，以此实现对图像的多尺度、多方向分

解，其基函数满足各向异性尺度关系，以接近最优的

方式表示图像中的轮廓和边缘等高维奇异性，是一

种“真正”意义上的二维图像的“最优”或“稀疏”表示

方法。然而在实际应用中，Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换并没有

表现出应有的“实力”。Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换用于图像去

噪，虽然较好地保持了边缘，但会在重构图像中出现

严重的“划痕”，这一点甚至在基于 ＨＭＴ（Ｈｉｄｄｅｎ

ＭａｒｋｏｖＴｒｅｅ）模型的Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ去噪中也有所反

映［１２］。Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ 变 换 用 于 图 像 编 码，与

ＪＰＥＧ２０００相比较，其压缩效率和视觉效果也尚有

较大 差 距。上 述 情 况，文 献 ［１３］将 其 归 结 为

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ基函数的正则性不够高，空域和频域的

局部性尚不甚理想，致使存在明显的频谱混叠

（Ａｌｉａｓｉｎｇ），严重影响了Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换在实际图

像处理中的应用效果［１４～１８］。但这些文献中，并未指

出频谱混叠的来源，亦未提出解决的办法。

鉴于此，立足于二维多率抽样系统的基本概念，

从拉普拉斯塔型变换的构成入手，研究分析频谱混

叠的来源及其影响，提出并研究了一种抗混叠

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换，取得了良好的图像处理效果。

２　Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换频谱混叠的由来

为了便于分析Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换频谱混叠的由

来，将Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换写成等效滤波器组的形式。

以１层分解、４通道的Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换为例加以说

明，如图１（ａ）所示。图中虚框所示是１层拉普拉斯

塔型分解，狓（狀）是其输入，狔１０（狀）和犱１（狀）是其输

出，分别表示逼近子带和细节子带，犌（狕）和犉（狕）是

两个半带低通滤波器。↓犇２ 和↑犇２ 分别表示隔行

隔列的下抽样矩阵和上插值矩阵，

其中犇２＝
２ ０［ ］
０ ２

。

对于低通滤波器犌（狕）和犉（狕），可以分别写成

其Ｉ型和ＩＩ型多项表示
［１９，２０］，即

犌（狕）＝犌
（０）（狕犇２）＋狕－

１
１犌

（１）（狕犇２）＋狕－
１
２犌

（２）（狕犇２）＋狕－
１
１狕

－１
２犌

（３）（狕犇２）＝犵
Ｔ（狕犇２）犲（狕）， （１）

犉（狕）＝犉
（０）（狕犇２）＋狕１犉

（１）（狕犇２）＋狕２犉
（２）（狕犇２）＋狕１狕２犉

（３）（狕犇２）＝犳
Ｔ（狕犇２）犲（狕－１）， （２）

式中，犵（狕）＝［犌
（０）（狕），犌

（１）（狕），犌
（２）（狕），犌

（３）（狕）］Ｔ，

犳（狕）＝［犉
（０）（狕），犉

（１）（狕），犉
（２）（狕），犉

（３）（狕）］Ｔ，

犲（狕－１）＝［１，狕１，狕２，狕１狕２］
Ｔ，犲（狕）＝［１，狕－１１ ，狕

－１
２ ，

狕－１１ 狕
－１
２ ］

Ｔ。

如果将虚框内的拉普拉斯塔型分解看作一个滤

波器组，而狓（狀）和犱１（狀）是该滤波器组的输入和输

出，则其相应的多项矩阵，可以表示为犐－犳 （狕）

犵
Ｔ（狕），犐为一个４×４的单位阵。

细节子带犱１（狀），通过４通道方向滤波器组，可

进一步分解为４个方向子带狔１犼（狀），（１≤犼≤４）。同

理，令犈（狕）表示ＤＦＢ方向滤波器组的多项矩阵，则

存在

犈（狕犇２）犲（狕）＝［犎１１（狕），犎１２（狕），犎１３（狕），犎１４（狕）］
Ｔ
＝

犎
（０）
１１（狕

犇
２） 犎

（１）
１１（狕

犇
２） 犎

（２）
１１（狕

犇
２） 犎

（３）
１１（狕

犇
２）

犎
（０）
１２（狕

犇
２） 犎

（１）
１２（狕

犇
２） 犎

（２）
１２（狕

犇
２） 犎

（３）
１２（狕

犇
２）

犎
（０）
１３（狕

犇
２） 犎

（１）
１３（狕

犇
２） 犎

（２）
１３（狕

犇
２） 犎

（３）
１３（狕

犇
２）

犎
（０）
１４（狕

犇
２） 犎

（１）
１４（狕

犇
２） 犎

（２）
１４（狕

犇
２） 犎

（３）
１４（狕

犇
２

熿

燀

燄

燅）

１

狕－１１

狕－１２

狕－１１狕
－１

熿

燀

燄

燅２

．

（３）

１９０２
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　　若将狓（狀）与狔１犼（狀）：（１≤犼≤４）之间的ＬＰ变换

和ＤＦＢ，共同等效为一个滤波器组，则其相应多项

矩阵应为

犈（狕）＝犈（狕）［犐－犳（狕）犵
Ｔ（狕）］， （４）

且，存在如下关系

［^犎１１（狕），^犎１２（狕），^犎１３（狕），^犎１４（狕）］
Ｔ
＝犈（狕

犇
２）犲（狕）．

（５）

图１ ４通道Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的原理示意图。（ａ）双迭代结构Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换；（ｂ）５通道等效滤波器组

Ｆｉｇ．１ Ｆｏｕｒｃｈａｎｎｅｌｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ．（ａ）ｄｕａｌｉｔｅｒａｔｅｄｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ；（ｂ）ｆｉｖｅｃｈａｎｎｅｌｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｆｉｌｔｅｒｂａｎｋｓ

　　根据上述关系，图１（ａ）所示的 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变

换，也就等效于图１（ｂ）所示的一个５通道的滤波器

组。其中，犌是一个低通滤波器，^犎犻犼 是等效的方向

滤波器。图２（ａ）给出了图１所示Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换

等效方向滤波器 ＾犎１１ 的频率响应图。可见，在梯形

区域之外，还存在明显的“凸起”，这些“凸起”便是频

谱混叠成份。同样，８通道的Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的频

谱相应于如图２（ｂ）所示，显然也存在频谱混叠。频

谱混叠的存在，将导致Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的频域局域

性较差，进而直接影响到Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换在图像去

噪、压缩等领域中的应用效果。因此，论文将立足于

拉普拉斯塔型变换的研究，分析频谱混叠产生的原

因，并给出相应的研究结果。

图２ 等效方向滤波器频谱示意图．

（ａ）４通道＾犎１１（ω）；（犫）８通道
＾
Ｈ１１（ω）

Ｆｉｇ．２ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｆｉｌｔｅｒ．

（ａ）ｆｏｕｒｂａｎｄ＾犎１１（ω）；（ｂ）ｅｉｇｈｔｂａｎｄ
＾
犎１１（ω）；

３　拉普拉斯塔型变换中的频谱混叠
前述图１所示方向滤波器

＾
犎１１（ω）；的等效结

构，可 以 由 图 ３ 所 示 给 出，令 犉犎１１（狕） ＝

犉（狕）犎１１（狕），并写成多项形式：

犉犎１１（狕）＝犉犎
（０）
１１ （狕

犇
２）＋狕－

１
１犉犎

（１）
１１ （狕

犇
２）＋　　　　

狕－１２犉犎
（２）
１１ （狕

犇
２）＋狕－

１
１狕

－１
２犉犎

（３）
１１ （狕

犇
２）．（６）

　　图３（ａ）所示虚框中的子系统，可以由４（ａ）做进

一步的刻画。根据多率抽样理论［１９，２１］，图４（ａ）与图

４（ｂ）等效。其中，犉犎
（０）
１１ （狕）是犉犎１１（狕）的第一个

多项部分［２２］。基此，将图４（ｂ）代入图３（ａ），根据等

效易位定理［１９］，图３（ａ）则等效为图３（ｂ）。

图３ 图１所示的方向滤波器
＾
犎１１（ω）的等效结构示意图

（ａ）等效易位前；（ｂ）等效易位后

Ｆｉｇ．３ Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｆｉｌｔｅｒ
＾
犎１１（ω）ｉｎ

ｔｈｅＦｉｇ．１（ａ）ｂｅｆｏｒｅｎｏｂｌｅｉｄｅｎｔｉｔｉｅｓ；（ｂ）ａｆｔｅｒ　

　　　　　　ｎｏｂｌｅｉｄｅｎｔｉｔｉｅｓ

图４ 犉犎
（０）
１１ （狕）与犉犎１１（狕）的等效关系原理框图

Ｆｉｇ．４ Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆ犉犎
（０）
１１ （狕）ａｎｄ犉犎１１（狕）

２９０２
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对犉犎１１（狕）先通过犇２ 下抽样，尔后再上插值， 便可得到犉犎
（０）
１１ （狕

犇
２），其频率响由下式给出：

犉犎
（０）
１１ （犇

Ｔ
２ω）＝

１

犇２ ∑
犽∈犖（犇

Ｔ
２
）

犉犎１１（ω－２π犇
－Ｔ
２ 犽） （７）

　　对于犽∈犖（犇
Ｔ
２），犇２＝

２ ０［ ］
０ ２

，则犽０＝［０，０］
Ｔ，犽１＝［０，１］

Ｔ，犽２＝［１，０］
Ｔ，犽３＝［１，１］

Ｔ，犇－Ｔ
２ ＝

１／２ ０

０ １／
［ ］

２
。其中犽犻，（犻＝０，１，２，３）为矩阵犇２ 的陪集矢量（ｃｏｓｅｔｖｅｃｔｏｒ），犖（犇

Ｔ
２）表示由犇２ 的陪集矢量组

成的集合［１９］。

因此

＾
犎１１（ω）＝犎１１（ω）－

１

犇２
犌（ω）犉犎

（０）
１１ （犇

Ｔ
２ω）　　　　　　

＝犎１１（ω）－
１

犇２
犌（ω）∑

犽∈犖（犇
Ｔ
２
）

犉（ω－２π犇－
Ｔ
２ 犽）犎１１（ω－２π犇

－Ｔ
２ 犽）． （８）

令ω０＝２π犇
－Ｔ
２ 犽０＝［０，０］

Ｔ，ω１＝２π犇
－Ｔ
２ 犽１＝［０，π］

Ｔ，ω２＝２π犇
－Ｔ
２ 犽２＝［π，０］

Ｔ，ω３＝２π犇
－Ｔ
２ 犽３＝［π，π］

Ｔ

则

＾
犎１１（ω）＝犎１１（ω）１－

１

犇２
犌（ω）犉（ω（ ））－ １

犇２
犌（ω）犉（ω－ω１）犎１１（ω－ω１）　　　

－
１

犇２
犌（ω）犉（ω－ω２）犎１１（ω－ω２）－

１

犇２
犌（ω）犉（ω－ω３）犎１１（ω－ω３） （９）

　　在式（９）中，等式右边二、三、四项即是图２所示

的混叠“凸起”。由于犌（ω）和犉（ω）是两个半带低

通滤波器，“凸起”的原因就在于调制方向滤波器

犎１１（ω－ω犻）的通带与犌（ω），犉（ω－ω犻）的通带相重

叠。因此，消除“凸起”的方法，就是要尽量减少各滤

波器之间（尤其是过渡带）的重叠。ＬＰ变换中，犌

（ω）和犉（ω）都是二维可分离低通滤波器，二者只要

都满足Ｎｙｑｕｉｓｔ抽样定律，即通带和阻带范围在［－

π／２，π／２］
２ 之内，犌（ω）与犉（ω－ω犻）之间就不会相

互重叠，二者相乘在整个［－π，π］
２ 恒为零，就能消

除式（９）中的混叠项。此时，犌（ω）和犉（ω）应满足以

下条件：

犌（ω）≈０，犉（ω）≈０，　ωｓ≤狘ω狘≤π

犌（ω）＞０，犉（ω）＞０，　狘ω狘≤ωｐ

ωｐ＜ωｓ＜π／２

烅

烄

烆 ，

（１０）

式中，ωｐ表示通带截至频率，ωｓ表示阻带截止频率。

式（１０）表明，为了保证抗混叠，低通滤波器的通带和

过渡带都必须在［－π／２，π／２］
２ 之内，且在阻带区域

内的频谱响应近似为０。

４　实验与分析

由前述可知，Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换中的频谱混叠，主

要是由于 ＬＰ变换中的两个低通滤波器犌（ω）和

犉（ω）不满足 Ｎｙｑｕｉｓｔ抽样定律，致使滤波器在［－

π／２，π／２］
２ 区域外，仍然存在频谱响应。可见，分析

并设 计 抗 混 叠 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ 变 换 （Ａｎｔｉａｌｉａｓｉｎｇ

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ），必须保证犌（ω）和犉（ω）满足式（１０），

即，犌（ω）和犉（ω）的阻带截止频率需小于π／２，且在

阻带区域频率响应近似为０。为此，我们采取与

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换类似的方法设计抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ

变换，将多尺度分解与方向分解分开进行，图５所示

是抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换分解和重构示意图。多

尺度分解中，为了获得理想频率响应的滤波器，我们

直接在频域定义低通犔０（ω）和高通滤波器 犎０（ω）

实现对逼近子带和细节子带的获取，并规定犔０（ω）

通带截止频率为π／４，阻带截止频率为π／２，过渡带

为［π／４，π／２］。首先定义一维低通滤波器，二维滤

波器可以通过对一维滤波器的可分离扩展获得。一

维低通滤波器犔１犇犻 （ω）定义如下：

　　　　　　　　　犔
１犇（ω）＝

１　　　　　　　　　　　　　狘ω狘≤ωｐ

１

２
＋
１

２
ｃｏｓ

（狘ω狘－ωｐ）π
ωｓ，犻－ω［ ］

ｐ

． ωｐ≤狘ω狘≤ωｓ

０ ωｓ≤狘ω狘≤

烅

烄

烆 π

（１１）

３９０２
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图５ 抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换分解和重构示意图

Ｆｉｇ．５ Ｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆａｎｔｉａｌｉａｓｉｎｇｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ

　　同时假设由于下抽样所导致的频谱混叠可以完

全消除，为保证完全重构，犔０（ω）、犎０（ω）必须满足

关系：狘犔０（ω）狘
２
＋狘犎０（ω）狘

２／４＝１，则犎０（ω）的表

达式可相应求出。方向分解通过 ＤＦＢ实现，ＤＦＢ

的具体构造方法与Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换中一致：以基于

提升结构的ＰＫＶＡ扇形滤波器组为基本模块，并以

适当的方式进行级联。直接定义高通滤波器

犎０（ω）的优势在于避免了ＬＰ变换中产生细节子带

所进行的抽样操作，图像经过高通滤波器后直接级

联ＤＦＢ，只要高通滤波器满足抽样定律，多尺度分

解所造成的频谱混叠就不会被带入各方向子带中，

也就可以进一步地抑制混叠。

图 ６ 所 示 为 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ 变 换 和 抗 混 叠

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的滤波器基函数对比结果。图６（ａ）

表示 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ 变 换，图 ６（ｂ）表 示 抗 混 叠

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换，两种变换都进行５层分解，每层分

解方向子带数分别为［３２，１６，１６，８，８］，图中从左到

右分解尺度依次递增，分辨率则逐次递减。可见，在

同一分解尺度下，抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的基函数

空域的方向性和局域性，明显优于 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变

换，且具有更高的光滑度（正则性）。

图６ Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换与抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的基函数对比结果图（从左到右：尺度递增）．

（ａ）Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换；（ｂ）抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换

Ｆｉｇ．６ Ｂａｓｉｓｉｍａｇｅｓｏｆｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔａｎｄａｎｔｉａｌｉａｓｉｎｇｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ（ｆｒｏｍｌｅｆｔｔｏｒｉｇｈｔ：ｗｉｔｈｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｓｃａｌｅ）．

（ａ）ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ；（ｂ）ａｎｔｉａｌｉａｓｉｎｇｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｔｒａｎｓｏｒｍ

　　图７是抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换方向滤波器的频

域支撑，对比图２可以看到抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换

没有 明 显 的 频 谱 混 淆，阻 带 区 域 较 为 平 坦，

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换中的混叠“凸起”被显著抑制，这意

味着抗混叠 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换频域局域性也优于

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换，具有更好的方向选择性。

实验中，选用Ｌｅｎａ、Ｂａｒｂａｒａ、Ｐｅｐｐｅｒｓ三幅标准

图像作为测试图像，对测试图像用不同噪声水平的

高斯白噪声污染，并用９／７小波、Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ和抗混

叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换进行硬阈值去噪实验。三种变

４９０２
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换都进行４层分解，后两种变换每层分解的方向子

带数分别为［１６，１６，８，８］。表１列出了利用三种变

换去噪后的峰值信噪比（ＰＳＮＲ）值。可以看出，在

不同的噪声方差下，Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换和抗混叠

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的去噪性能均优于９／７小波，而以

抗混叠 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换最佳。以Ｐｅｐｐｅｒｓ图像为

例，当噪声方差为３０时，利用抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变

换去噪后重构图像的 ＰＳＮＲ 值比 ９／７ 小波和

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ分别提高２．７５ｄＢ和２．５１ｄＢ；当噪声方

差为５０时，则分别提高３．２９ｄＢ和２．４７ｄＢ。图８

是噪声方差σ＝４０时Ｂａｒｂａｒａ图像去噪后的局部放

大图，从图中同样可以看出，抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变

换去噪很好的保留了图像中的细节和纹理，较好地

抑制了Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换去噪所带来的“划痕”，视觉

效果明显优于Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换和９／７小波。

图７ 抗混叠Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换等效方向滤波器频谱图．（ａ）４通道；（ｂ）８通道

Ｆｉｇ．７ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｆｉｌｔｅｒｏｆａｎｔｉａｌｉａｓｉｎｇｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ．（ａ）ｆｏｕｒｂａｎｄ；（ｂ）ｅｉｇｈｔｂａｎｄ

表１　四种不同变换的图像去噪ＰＳＮＲ比较

Ｔａｂｌｅ１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｓｏｆｆｏｕｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆＰＳＮＲ

Ｌｅｎａ Ｂａｒｂａｒａ Ｐｅｐｐｅｒｓ

σ ３０ ４０ ５０ ３０ ４０ ５０ ３０ ４０ ５０

Ｎｏｉｓｙ １８．６３ １６．１１ １４．１７ １８．６３ １６．１３ １４．１７ １８．６２ １６．１４ １４．１８

９／７ｗａｖｅｌｅｔ ２６．４０ ２４．７６ ２３．４８ ２３．４１ ２２．１３ ２１．２１ ２６．２９ ２４．７３ ２３．４０

ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ ２６．８４ ２５．６２ ２４．３９ ２４．２２ ２３．１４ ２２．２７ ２６．５３ ２５．１９ ２４．２２

Ａｎｔｉａｌｉａｓｉｎｇｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ ２９．５２ ２８．０８ ２７．０４ ２６．５７ ２５．２７ ２４．２８ ２９．０４ ２７．６８ ２６．６９

图８ 图８Ｂａｒｂａｒａ图像去噪局部放大图 （σ＝４０）．（ａ）原始图像；（ｂ）含噪图像；（ｃ）９／７小波去噪；

（ｄ）ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ去噪；（ｅ）抗混叠ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ去噪

Ｆｉｇ．８ “Ｚｏｏｍｉｎ”ｐａｒｔｏｆｄｅｎｏｉｓｅｄＢａｒｂａｒａｉｍａｇｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ（σ＝４０）．（ａ）ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）ｎｏｉｓｙ；

（ｃ）９／７ｗａｖｅｌｅｔｄｅｎｏｓｉｅｄ；（ｄ）ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｄｅｎｏｓｉｅｄ；（ｅ）ａｎｔｉａｌｉａｓｉｎｇｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｄｅｎｏｉｓｅｄ

５９０２
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５　结　论

通过理论分析及实验研究，可以得到如下初步

结论：

１）针对ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换存在频谱混叠的问题，

从多抽样率滤波器组的角度出发，分析ＬＰ变换中

的频谱混叠，是一种行之有效的研究方法。

２）ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换频谱混叠的根本原因在于

ＬＰ变换中两个低通滤波器不满足 Ｎｙｑｕｉｓｔ抽样定

律，这为抗混叠ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的深入研究与分析

指明了方向。

３）研究并设计了一种满足 Ｎｙｑｕｉｓｔ抽样定律

的抗混叠ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换。理论研究结果表明，抗

混叠ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换能够有效抑制ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换

中的频谱混叠，且其基函数正则性更高，方向选择性

更好。

４）通过对标准图像的硬阈值去噪实验研究，结

果表明，抗混叠ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换的图像去噪能力优

于ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换，尤其对于纹理细节丰富的图像

去噪处理，效果更佳。
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