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摘要　通过解对数饱和非线性介质中光场满足的非线性薛定谔方程，得到一组厄米 高斯型的自洽多模解。在借

鉴了Ｒ．Ｇ．Ｇｌａｕｂｅｒ的相干态理论的基础上，合理假设这组解在非线性介质中呈泊松分布，进而得到了在对数饱和

非线性介质中存在高斯孤子的结论，并获得高斯孤子解、非线性系数与泊松参量三者之间的关系。该关系说明，若

在介质中存在高斯孤子解，其非线性系数必须满足条件α≥１。当α＝１，在介质中仅存在单模高斯孤子，其光斑尺寸

必须满足的条件狑＝
１

犽

狀０
狀槡２

。在该条件下，以“束腰”注入介质中的高斯光束才可以在保持其光斑尺寸不变的情

况下传输，否则光斑尺寸会存在一定的振荡。而振荡方式、振荡范围（表示光斑尺寸展宽或压缩及大小）与输入光

束光斑尺寸及其一次导数有直接关系。
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１　引　　言

光学孤子由于其独特的物理特性和广阔的应用

前景，在光学领域引起了极大的关注［１～４］。光学孤子

的产生机理是光与物质之间的相互作用，当介质的非

线性效应与光束的衍射效应相互平衡时，光束发生自

陷，使得光束能够在空间传输很长一段距离，其横向

尺寸不发生变化。由于构成介质的材料不同，它在光

场的作用下的非线性响应也不相同［２，５～１２］。许多介

质在光场的作用下，显示出对数型饱和非线性特征，

比如，掺杂铌酸锶钡（ＳＢＮ）晶体。这种非线性特征使
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得光束的传输具有独特的性质［９～１４］。

关于对数型饱和非线性介质中空间孤子的研究

虽有一些［１１～１４］，但对孤子的基本形式较少讨论。文

献［１２，１４］在假设高斯光束入射到对数型饱和非线

性介质中保持其分布不变的情况下，用不同的方法

讨论了高斯光束的光斑尺寸的演化。文献［１１］说明

对数型饱和非线性介质中支持亮孤子的存在，但缺

乏严格的理论论证。文献［１３］通过理论分析，说明

在对数型非线性介质中支持空间亮孤子，但没有给

出具体形式。

本文从对数饱和非线性介质中光场满足的非线

性薛定谔（Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ）方程出发，得到了对数饱和

非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的内洽解，其形式与一维

势阱１
２
犿ω

２狓２ 中的线性谐振子的解一致，呈厄米 高

斯型分布。说明厄米 高斯型分布的光束在对数饱

和非线性介质中传输保持其分布不变，即存在所谓

的自俘获现象。又考虑到光场的量子化是以线性谐

振子为基础的，借鉴了Ｒ．Ｇ．Ｇｌａｕｂｅｒ的相干态理

论，将得到的非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的内洽多模

解在非线性介质中的分布合理取做泊松分布，得到

了关于该分布的高斯孤子解。同时还发现，在对数

饱和非线性介质中存在高斯孤子解时，其非线性系

数必须满足的条件和单模高斯孤子传输时对光斑尺

寸的约束。接下来，我们还讨论了高斯光束在对数

饱和非线性介质中的传输特性，发现只有在满足上

面要求的光斑尺寸，高斯光束才可以保持其光斑尺

寸不变，否则光斑尺寸存在一定的振荡。

２　基本方程

２．１　对数饱和非线性介质中光束的演化方程

在非线性介质中传输的准单色光束，其电场分

量犈应满足亥姆霍兹（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）方程


２犈＋（犽０狀）

２犈＝０， （１）

式中犽０＝２π／λ０，λ０是自由空间中的光波长。依赖于

光强的折射率写成狀２（犐）＝狀
２
０＋δ狀（犐），狀０是线性折

射率，δ狀（犐）表示光束在非线性介质中传输时引起

的折射率的变化。在对数形饱和非线性介质中，

δ狀（犐）＝狀２ｌｎ（１＋犐／犐ｔｈ）
［１０，１１］，狀２是反映介质非线性

特性的无量纲系数，犐是光强，犐ｔｈ 是阈值光强。为了

消除对数的奇异特性，假设犐／犐ｔｈ１，则此时狀
２（犐）＝

狀２０＋狀２ｌｎ（犐／犐ｔｈ）。

一般性地将光场写作

犈（狓，狔，狕）＝犃（狓，狔，狕）ｅｘｐ（ｉ犽狕），

其中犽＝犽０狀０。在近轴近似

２犃

狕
２ 犽０

犃

（ ）狕 下，可得

到关于犃（狓，狔，狕）的方程

ｉ
犃

狕
＋
１

２犽

２
⊥犃＋

犽狀２
２狀０
ｌｎ
犐
犐（ ）
ｔｈ

犃＝０， （２）

若（２）式存在孤子解，则光束在传输过程中光斑尺

寸保持不变。为了方便起见，引入无量纲量ζ＝

狕

犽狑２
，狊＝

狓
狑
，η＝

狔
狑
，α
２
＝狀２（犽狑）

２／狀０，犐Ｎ ＝犐／犐ｔｈ，

（２）式可以写成如下的归一化形式：

ｉ
犃

ζ
＋
１

２


２犃

狊
２ ＋

２犃

η
（ ）２ ＋α

２

２
ｌｎ（犐Ｎ）犃＝０，（３）

狑是光斑尺寸，犃对 犐槡ｔｈ归一。这就是通常所说的对

数饱和介质中的非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程（ＮＬＳＥ）。

２．２　对数饱和介质中的非线性犛犮犺狉犱犻狀犵犲狉方程

的内洽解

为了说明求解过程，考虑一维的情况。若犃犿（狊）

是（３）式的一个自洽模解，则犃（狊）＝∑
∞

犿＝０

犪犿犃犿（狊），

犐Ｎ ＝ 〈犃（狊）
２〉＝∑

∞

犿＝０

〈犪犿 〉
２ 犃犿（狊）

２，其中犪犿

是犿 阶模的分布函数，〈·〉运算表示对时间平均。在

计算时间平均时，对于不同模间，使用了〈犪犻·犪犼〉＝

０（犻≠犼）（时间不相干）。为了计算ｌｎ（犐Ｎ），可以先假

设犐Ｎ＝犲ｅｘｐ（－狊
２），犲是依赖于分布函数犪犿 的待定

中心强度。代入（３）式，得

ｉ
犃犿

ζ
＋
１

２


２犃犿

狊
２ ＋

α
２

２
（ｌｎ犲－狊

２）犃犿 ＝０，（４）

（４）式除了（α
２／２）ｌｎ犲项外，与梯度折射率介质中

［１５］

光场慢变包络满足的方程极其相似。而（α
２／２）ｌｎ犲的

存在仅影响（４）式的本征值，并不影响本征态，亦即

不影响光场的分布。所以，（４）式的解应该具有

犃犿（狊）＝狌犿（狊）ｅｘｐ（ｉβ犿ζ）的形式，β犿 是传输常数。代

入（４）式，得

１

２


２狌犿

狊
２ ＋（α

２ｌｎ犲－α
２狊２－２β犿）狌犿 ＝０， （５）

令ξ＝槡α狊，αλ犿 ＝α
２ｌｎ犲－２β犿 代入（５）式，得


２狌犿

ξ
２ ＋（λ犿 －ξ

２）狌犿 ＝０， （６）

这是一个本征值为λ犿 ＝２犿＋１（犿＝０，１，２，…）的

本征方程，其解狌犿 ＝犎犿（ξ）ｅｘｐ（－ξ
２／２）。因此，

犃犿（狊）＝犎犿（槡α狊）ｅｘｐ（－α狊
２／２）ｅｘｐ（ｉβ犿ζ），（７）

犎犿（槡α狊）ｅｘｐ（－α狊
２／２）在区间（－∞，∞）上是正交

的［１６］，（７）式就是要找的犃犿（狊）。可以这样理解这一

结果，具有（７）式的模式分布或它们的线性组合的
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光束在对数饱和非线性介质中传输时，可保持其分

布不变，即所谓的自俘获现象。

２．３　分布函数犪犿 与参量选取

根据前面的假设和（７）式，

犐Ｎ ＝∑
∞

犿＝０

〈犪犿
２〉犎２犿（槡α狊）ｅｘｐ（－α狊

２）， （８）

若上式仅存在某一个犿，〈犪犿
２〉＝１，其余为零，则

表示单模情况。对于多模情况，由于犲值依赖

〈犪犿
２〉的分布，也即犐Ｎ依赖〈犪犿

２〉的分布。可以

看出，（６）式的解狌犿 ＝犎犿（ξ）ｅｘｐ（－ξ
２／２）与量子力

学的一维势阱１
２
犿ω

２狓２ 中的线性谐振子的解是相

同的。

一维势阱１
２
犿ω

２狓２ 中的线性谐振子，其哈密顿

算符为

犎 ＝
狆
２

２犿
＋
１

２
犿ω

２狓２ ＝
１

２
珔犺ω（^犪^犪＋＋犪^＋犪^）＝

珔犺ω（^狀＋１／２）， （９）

式中狆、犿是振子的经典动量和质量，^犪
＋、^犪是量子化

后对应光场的产生、湮灭算符，^狀＝犪^＋犪^是光子数，狀

是对应于狀^的本征值，有狀^ 狀〉＝狀狀〉（狀＝１，２，３，

…）。按照Ｒ．Ｇ．Ｇｌａｕｂｅｒ的相干态理论，定义算符犪^

的本征态 狏〉为相干态，可展开成 狏〉＝∑
∞

狀＝０

犮狀 狀〉。

相干态可由下式重构

犪^狏〉＝∑
∞

狀＝０

犮狀槡狀 狀－１〉＝狏∑
∞

狀＝０

犮狀 狀〉， （１０）

通过比较系数，得到递推关系犮狀＝
狏

槡狀
犮狀－１，导出犮狀＝

狏狀

狀槡！
犮０。系数犮０ 对应能量态 狀＝０〉的展开系数，由

归一化确定

∑
∞

狀＝０

犮狀
２
＝１＝∑

∞

狀＝０

狏 ２狀

狀！
犮０

２
＝

ｅｘｐ（狏
２）犮０

２， （１１）

结合（１１）式，得到

犮狀
２
＝
狏 ２狀

狀！
ｅｘｐ（－ 狏 ２）， （１２）

这是泊松分布。

由（４）式，对数饱和非线性介质中的自洽多模

解可以对应地看作在势阱犞＝
α
２

２
（ｌｎｅ－狊

２）中的粒

子［１７］，若将其分布函数〈犪犿
２〉取做〈犪犿

２〉＝

犪ｅｘｐ（－狆
２）狆

２犿

犿！
，其中，狆是泊松参量，犪是待定系

数。借助 Ｍｅｈｌｅｒ公式

∑
∞

狀＝０

犎狀（狓）犎狀（狔）

狀！
（１
２
狋）狀 ＝

（１－狋
２）－１／２ｅｘｐ

２狓狔狋－（狓
２
＋狔

２）狋２

１－狋［ ］２
，

得

犐Ｎ ＝犲ｅｘｐ（－狊
２）＝

犪

１－４狆槡
４
ｅｘｐ（－狆

２）ｅｘｐ －α狊
２１－２狆

２

１＋２狆（ ）２ ，（１３）
显见，对数饱和非线性介质中的自洽多模解在泊松分

布下，可存在时间不相干空间孤子犐Ｎ ＝ｅｅｘｐ（－狊
２），

仅需满足条件

犪＝犲 １－４狆槡
４ｅｘｐ（狆

２），

狆
２
＝
１

２
·α－１
α＋１

烅

烄

烆
，

（１４）

由上式，非线性系数α对高斯孤子有限定，必须在满

足α≥１，否则高斯孤子不存在。当α＝１时，狆＝０，

进而犪＝犲，犐Ｎ ＝犲ｅｘｐ（－狊
２），此时仅存在单模基态

孤子，光斑尺寸即为狑，由于α
２
＝狀２（犽狑）

２／狀０，此时

高斯单模孤子的光斑尺寸得到约束，狑＝
１

犽

狀０
狀槡２

。

３　对数饱和非线性对输入高斯光束的

影响

以上是在无边界条件的情况下解方程（３）的结

果。在求解过程中，对各物理量进行了归一化处理。

假设注入对数饱和非线性介质中的光束是基模

高斯分布的：

犃（狓，狕）＝犪（狕）ｅｘｐｉη（狕）－ｉ
犽狓２

狇（狕［ ］），
１

狇（狕）
＝

１

犚（狕）
－ｉ

１

犽狑２（狕）
，

（１５）

狇（狕）是反映高斯分布的狇参数，犚（狕）是光束波面的

曲率半径，狑（狕）是高斯光束的光斑尺寸。根据上面

的分析，可以认为在光束传输过程中保持高斯型分

布不变。

当将（１５）式代入到方程（２），并考虑一维情况，

得到

ｄ２狑

ｄ狕２
－
１

犽２狑３
＋
狀２
狀０狑

＝０， （１６）

推导中已经使用犐＝ 犃 ２
＝犪

２（狕）ｅｘｐ －
狓２

狑２（狕［ ］），
且使犐对犐ｔｈ归一。

（１６）式说明，注入对数饱和非线性介质中的高

１９９１
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斯光束，在保持其分布不变的情况下，光斑尺寸是随

着位置变化的。将（１６）式积分，得

ｄ狑
ｄ（ ）狕

２

＋
２狀２
狀０
ｌｎ（槡２狑）＋

１

犽２狑２
＝犆Ｓ，

犆Ｓ＝
ｄ狑
ｄ（ ）狕

２

Ｓ
＋
２狀２
狀０
ｌｎ（槡２狑Ｓ）＋

１

犽２狑２Ｓ
，

（１７）

图１ 当狀０＝２，狀２＝１０
－４，λ０＝５００ｎｍ，不同起始条件的

狑（狕）的振荡演化过程

Ｆｉｇ．１ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｗａｉｓｔ狑（狕）ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｉｎｐｕｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｗｉｔｈ狀０＝２，狀２＝１０
－４，λ０＝５００ｎｍ

犆Ｓ是与注入光束的初始条件有关系的常数，狑Ｓ 和

ｄ狑
ｄ（ ）狕 Ｓ

分别表示介质表面处光束的光斑尺寸及其

对狕的一次导数。显然，在狕≥０区域，若保持
ｄ狑
ｄ狕
≡

０，光斑尺寸在整个传输过程中保持不变。按照光在

介质与自由空间边界处连续的条件，光束必须是在

“束腰”注入介质。图１、图２是在狀０＝２、狀２＝１０
－４、

λ０＝５００ｎｍ的条件下，对（１７）式进行数值计算模拟

的结果。结果表明，狑（狕）会存在一个振荡演化过

程，其中狑＝
１

犽

狀０
狀槡２
≈５．６２７μｍ 是一个临界值。

图１中，第１～３条线表示输入光束的光斑尺寸为

狑（狕）Ｓ＝５．６２７μｍ时，介质内部（狕＞０）传输情况。

在 ｄ狑（狕）

ｄ［ ］狕 Ｓ

＝０时，光束在传输过程中光斑尺寸保

持不变（第１条线）；当
ｄ狑（狕）

ｄ［ ］狕 Ｓ
＞０时，光束先展

宽（第２条线）；当（
ｄｗ（ｚ）

ｄｚ
）Ｓ＜０时，光束先压缩（第

３条线）。在满足
ｄ狑（狕）

ｄ［ ］狕 Ｓ

＝０的情况下，高于临界

值狑（狕）Ｓ＝５．６２７μｍ的输入，光束先展宽（第４条

线），低于临界值的输入，光束先压缩（第５条线）。

图２说明在满足
ｄ狑（狕）

ｄ［ ］狕 Ｓ

＝０的情况下，高于临界

值的不同输入，其振荡周期、振荡深度也不相同。

狑＝
１

犽

狀０
狀槡２
≈５．６２７μｍ与上节中得到的高斯孤子传

输的条件相同。

图２ 当狀０＝２，狀２＝１０
－４，λ０＝５００ｎｍ时，不同光斑尺寸

的光束在“束腰”处输入，振荡周期、振荡深度变化

Ｆｉｇ．２ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇｐｅｒｉｏｄａｎｄａｍｐｌｉｔｕｄｅｗｈｅｎ

ｉｎｐｕｔｂｅａｍｓｈａｖｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗａｉｓｔｓ，ｂｕｔｔｈｅｓａｍｅ

ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅａｒｅｚｅｒｏｗｉｔｈ狀０ ＝２，狀２ ＝

　　　　　　１０
－４，λ０＝５００ｎｍ

４　结　　论

本文对对数饱和介质中的非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅ

方程的内洽解进行了较为详尽的讨论。得到在对数

型饱和非线性介质中存在同于量子力学中谐振子解

的内洽多模解，并给出在该介质中至少存在高斯型

基态单模孤子解时，非线性系数α必须满足的条件

和光束的光斑尺寸对应的量值。在进一步的讨论

中，考虑有高斯光束入射到对数饱和非线性介质中

时，利用高斯光束在介质中保持其分布不变的特性，

发现光束的光斑尺寸实际上存在振荡，振荡范围、振

荡形式完全由入射光束的光斑尺寸及其一次导数决

定。若使入射的光束在传输过程中保持光斑尺寸不

变，光束必须在其“束腰”处 ｄ狑（狕）

ｄ［ ］狕 Ｓ
｛ ｝＝０ 入射，

并使界面处光斑尺寸的大小满足狑＝
１

犽

狀０
狀槡２

的条

件。这些结论对控制光束的传输有一定的参考

意义。
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