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照相物镜径向畸变模型的再商讨
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摘要　基于径向半径偶次幂级数的相对畸变表达式在相机校准中被广泛地采用。对于一个具体镜头，它的物理精

确性却没有可靠的理论做依据。基于自变量（径向半径和视场角）不同项数和幂次的组合多项式作为相对畸变的

拟合函数，以Ｚｅｍａｘ软件平台上的一组已知镜头的栅格畸变结果为已知数据，借助于 Ｍａｔｌａｂ的最优化工具箱进行

数据拟合。结果表明，包含径向半径２、３次幂的表达式在精度上更有益；基于视场角幂次的展开式可以提供更为

精确的畸变描述；多项和高阶的拟合函数反而不利于提供一个精准的畸变表达。

关键词　相机校准；径向畸变；数据拟合；栅格畸变

中图分类号　ＴＰ３９１　　　文献标识码　Ａ　　　犱狅犻：１０．３７８８／犃犗犛２００８２８１０．１９３０

犉狌狉狋犺犲狉犛狋狌犱狔狅狀犚犪犱犻犪犾犇犻狊狋狅狉狋犻狅狀犕狅犱犲犾犳狅狉犘犺狅狋狅犵狉犪狆犺犻犮犗犫犼犲犮狋犻狏犲

犃犻犔犻犾犻　犢狌犪狀犉犲狀犵　犇犻狀犵犣犺犲狀犵犾犻犪狀犵
（犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犃狌狋狅犿犪狋犻犮犜犲狊狋犻狀犵犪狀犱犆狅狀狋狉狅犾，犎犪狉犫犻狀犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犎犪狉犫犻狀，犎犲犻犾狅狀犵犼犻犪狀犵１５０００１，犆犺犻狀犪）

犃犫狊狋狉犪犮狋　犜犺犲犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀狅犳狉犲犾犪狋犻狏犲犱犻狊狋狅狉狋犻狅狀犫犪狊犲犱狅狀犲狏犲狀狆狅狑犲狉狊犲狉犻犲狊狅犳犪狉犪犱犻犪犾狉犪犱犻狌狊犻狊犮狅犿犿狅狀犾狔狌狊犲犱犻狀

犮犪犿犲狉犪犮犪犾犻犫狉犪狋犻狅狀．犅狌狋狋犺犲狉犲犻狊狀狅狋犪狀狔狉犲犾犻犪犫犾犲狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾狊狅狌狉犮犲犳狅狉狋犺犲狆犺狔狊犻犮犪犾犪犮犮狌狉犪犮狔狅犳狋犺犻狊犿狅犱犲犾狅犳犪

狊狌犫狊狋犪狀狋犻犪犾犾犲狀狊．犅犪狊犲犱狅狀犪狀狌犿犲狉犻犮犪犾狉犲狊狌犾狋狅犳犵狉犻犱犱犻狊狋狅狉狋犻狅狀犫狔犣犲犿犪狓犪狀犱狋犺犲狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀狋狅狅犾犫狅狓狅犳犕犪狋犾犪犫，犱犪狋犪

犳犻狋狋犻狀犵狑犻狋犺犮狅犿犫犻狀犲犱犿狌犾狋犻狀狅犿犻犪犾狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋狀狌犿犫犲狉狅犳狋犲狉犿狊犪狀犱狆狅狑犲狉狊狅犳犻狀犱犲狆犲狀犱犲狀狋狏犪狉犻犪犫犾犲（狉犪犱犻犪犾狉犪犱犻狌狊狅狉

犳犻犲犾犱）犻狊犱狅狀犲．犜犺犲狉犲狊狌犾狋狊狊犺狅狑狋犺犪狋狋犺犲犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀狅犳狉犲犾犪狋犻狏犲犱犻狊狋狅狉狋犻狅狀犻狀犮犾狌犱犻狀犵狋犲狉犿狊狅犳狋犺犲狋狑狅犪狀犱狋犺狉犲犲狆狅狑犲狉狊

狅犳狋犺犲狉犪犱犻犪犾犱犻狊狋狅狉狋犻狅狀犻狊犫犲狀犲犳犻犮犻犪犾犻狀狋犲狉犿狊狅犳犪犮犮狌狉犪犮狔，犪狀犱狋犺犲犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀犫狔狆狅狑犲狉狊狅犳犳犻犲犾犱犪狀犵犾犲犿犪狔犵犻狏犲犪犿狌犮犺

犫犲狋狋犲狉犳犻狋狋犻狀犵，犫狌狋狋犺犲犳犻狋狋犻狀犵犳狌狀犮狋犻狅狀狑犻狋犺犿狌犾狋犻狋犲狉犿犪狀犱犺犻犵犺狅狉犱犲狉犻狊狀狅狋狅犳犪犱狏犪狀狋犪犵犲狋狅狆狉狅狏犻犱犲犪犿狅狉犲犪犮犮狌狉犪狋犲

犲狓狆犪狀狊犻狅狀．

犓犲狔狑狅狉犱狊　犮犪犿犲狉犪犮犪犾犻犫狉犪狋犻狅狀；狉犪犱犻犪犾犱犻狊狋狅狉狋犻狅狀；犱犪狋犪犳犻狋狋犻狀犵；犵狉犻犱犱犻狊狋狅狉狋犻狅狀

　　收稿日期：２００７１１２６；收到修改稿日期：２００８０３３１

基金项目：国家自然科学基金（５０２７５０４０）资助课题

作者简介：艾莉莉（１９７８－），女，博士研究生，主要从事空间目标的外姿态测量方面的研究。Ｅｍａｉｌ：ｌｄｙａｎｄａｌｌ＠ｈｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

导师简介：袁　峰（１９６３－），男，教授，博士生导师，主要从事光电检测技术及精密几何参数测量技术等方面的研究。

Ｅｍａｉｌ：ｙｕａｎｆ＠ｈｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

１　引　　言

相机校准是包括空间测量在内的机器视觉应用

的一个重要部分，校准的目的是获得相机在世界坐标

系下的外部参数及其内部参数。根据具体应用，这些

内部参数中可能含有对镜头畸变的描述。畸变是轴

外主光线的像差，它并不会像其他几何像差对图像的

清晰度产生影响，而是改变图像的形状。因此，对于

非量测照相系统，畸变的校正并不是主要的，但对于

高精度的测量系统，畸变的补偿却是必需的。

畸变主要包括径向畸变和切向畸变［１］。径向畸

变是在沿着一个畸变中心点到像点的半径方向上的

一个变形，而切向畸变是在垂直于径向畸变方向上

的一个变形。切向畸变非常小，在含有放射状对称

单元的光学系统中，通常是可以忽略的［２，３］。由初

级像差理论知，畸变随视场（或物高）的三次方变化，

相对畸变随视场（或物高）的平方项增加，而这个关

系仅是针对球透镜光学系统的一个近似的表达［４］。

对于了解畸变随视场变化的趋势及初步设计光学系

统具有重要的指导意义［５－７］，但对于具体光学系统

的畸变描述却未必是最精准的。因此，对于由球透

镜单元组成的照相物镜，本文试图使用较少的参数

找到更精确的畸变逼近模型。
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２　畸变模型

畸变是轴外点主光线与像面交点的高度犺（实

际像高）与理想像高犎 的差值，它与理想像高的比

值就是通常的相对畸变（以下所述畸变均为相对

畸变）

犱（犺）＝
犺－犎
犎

． （１）

根据相对畸变对规则正方形产生的形变，大体上分

两种情况，一种是视场边缘的像高小于理想像高，为

负值，称为欠校正，也称作桶形畸变；另一种为正值，

称为过校正，也称作枕形畸变。当然，有的光学系统

二者兼而有之，即混合畸变。为了模拟径向畸变的

影响，应用最普遍的畸变表达式由近似逼近的多项

式给出：

犱（狉）＝犽１狉
２
＋犽２狉

４
＋…， （２）

式中狉为从点畸变中心到理想像点的半径，犽１，犽２，…

为未知的系数。（２）式实质上是基于畸变的三次像

差和五次像差研究成果的一个拓展。但基于上述理

论的畸变表达式是关于视场角（或物高）的函数，而

非像高的函数，且高斯公式的物像关系式也仅限于

近轴区域内的一种无畸变的表达［８～１０］。因此，包括狉

的奇次幂在内的相对畸变多项式

犱（狉）＝犽１狉＋犽２狉
２
＋犽３狉

３
＋…， （３）

以及基于视场角的幂次表达式均作为本文考虑的

对象，

犱（θ）＝犽１θ＋犽２θ
２
＋犽３θ

３
＋…， （４）

式中θ为照相物镜的视场角。对于不同的目的，存在

着众 多 可 供 选 择 的 镜 头 畸 变 的 表 示 法。Ａ．

Ｆｉｔｚｇｉｂｂｏｎ
［１１］提出的除法模型，允许通过线性的、非

迭代运算法则进行求解，而且能够同时估计镜头畸

变和基础矩阵（基础矩阵可以从多幅图像估计现场

几何参数）等。

３　数字研究

Ｚｅｍａｘ软件具有强大的光线追迹功能，其中栅

格畸变可以对选定视场的任意波长光线进行光线追

迹，其结果包括实际主光线与像面的交点（实际投影

坐标）、近轴主光线与像面的交点（理想投影坐标）、

视场角和相对畸变等，参考视场点的坐标为（０，０）。

本文基于Ｚｅｍａｘ软件栅格畸变的数字结果，用含有

自变量（狉或θ）的不同项数和幂次组合的畸变多项

式进行数据拟合，观察其中的变化规律。这个拟合

程序 已 基 于 Ｍａｔｌａｂ 软 件 最 优 化 工 具 箱 的

“ｌｓｑｃｕｒｖｅｆｉｔ”函数实现。其中，目标函数用ξ狉 和ξθ

表示，它是拟合度的表征，是指真实畸变值和它在该

点拟合畸变值差的平方和（被选择的非线性最优化

函数将这个和，即关于畸变系数的函数值减到最

小）。目标函数越小，所求函数对畸变的整体描述越

逼近。

由初级像差理论知，畸变随视场的增加而增大，

因此为了更好地描述畸变的变化，选择视场角为

１００°、焦距为１ｍｍ 的照相物镜，其结构如图１所

示。

图１ １１个单元的广角照相物镜

Ｆｉｇ．１ １１ｅｌｅｍｅｎｔｗｉｄｅａｎｇｌｅｐｈｏｔｏｇｒａｐｈｉｃｏｂｊｅｃｔｉｖｅ

对波长５８７ｎｍ的光线进行追迹，产生的栅格

畸变如图２所示，可见仅含桶形畸变，最大畸变为

３８．８４％。考虑到实际应用中（２）式大多取一项作

为畸变表达式，且过多的项数所引入的繁杂计算并

不被人们所接受，因此以１４×１４栅格的２２５个点作

为已知畸变点，分别对含有狉或θ的一项、两项、三

项和四项的不同幂级数（幂次取大于０小于１０的整

数）组合的畸变表达式［分别由（３）式、（４）式确定］进

行非线性数据拟合。后面表格中拟合度均按由小到

大的顺序排列，即被考虑的拟合函数中，最小的目标

函数对应最精确的畸变表达式出现在表格的第一

行，依次排列。

图２ 广角照相物镜的栅格畸变

Ｆｉｇ．２ Ｇｒｉｄｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｏｆｗｉｄｅａｎｇｌｅｐｈｏｔｏｇｒａｐｈｉｃｏｂｊｅｃｔｉｖｅ

４　数据结果

表１是关于狉和θ的一项幂级数畸变逼近表达

式的拟合度。关于狉和θ的１～９次幂的畸变逼近

１３９１
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函数中，拟合度最好的４个出现在表１中，有趣的

是，犽狉比犽狉２ 逼近度好，且犽θ
２ 的逼近度优于犽狉和

犽狉２。表２是关于狉和θ的两项畸变逼近表达式的

拟合度。

表１ 一项幂级数畸变逼近表达式的拟合度

Ｔａｂｌｅ１ Ｆｉｔｔｉｎｇｑｕａｌｉｔｙｆｏｒｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｗｉｔｈｏｎｅｔｅｒｍｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓ

Ｐｏｗｅｒ ξｒ ξθ Ｐｏｗｅｒ

１ ０．０９６９ ０．００２７ ２

２ ０．１５７５ ０．２１１５ ３

３ ０．８０５１ ０．２４１７ １

４ １．６５２７ ０．６２００ ４

　　表２提供的最好拟合度间的差别竟有四个数量

级，逼近表达式犽１θ
２＋犽２θ

４ 的拟合度远大于其他项，

含有θ
２ 的两项畸变表达式均出现在表２中。注意

到常见的逼近表达式犽１狉
２＋犽２狉

４ 并没能提供一个最

好的拟合。给定镜头的真实畸变值，以犽１狉
２＋犽２狉

３

和犽１狉
２＋犽２狉

４ 为拟合函数的畸变逼近曲线，及真实畸

变值与该处拟合后的畸变值的差值均出现在图３中。

表２ 两项幂级数畸变逼近表达式的拟合度

Ｔａｂｌｅ２ Ｆｉｔｔｉｎｇｑｕａｌｉｔｙｆｏｒｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｗｉｔｈｔｗｏｔｅｒｍｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓ

Ｐｏｗｅｒ ξｒ ξθ Ｐｏｗｅｒ

２３ ５．００４０×１０－４１．５２９８×１０－８ ２４

２、４ ０．００５１ ２．６５６２×１０－５ ２、５

２、５ ０．０１２４ ３．４５５６×１０－５ ２、３

１、２ ０．０１６８ ８．８８９０×１０－５ ２、６

２、６ ０．０２０８ １．７１４５×１０－４ ２、７

２、７ ０．０２９２ ２．６４４６×１０－４ ２、８

１、３ ０．０３０３ ３．６１７２×１０－４ ２、９

２、８ ０．０３７４ ４．９５２８×１０－４ １、２

图３ 基于径向半径狉的两个两项畸变模型拟合的比较。（ａ）真实畸变与拟合畸变曲线，（ｂ）真实畸变相对于拟合畸变的误差

Ｆｉｇ．３ Ｆｉｔｔｉｎｇｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｔｗｏｔｗｏｔｅｒｍｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓｏｆｒａｄｉａｌｒａｄｉｕｓ（ａ）ｒｅａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃｕｒｖｅ，

（ｂ）ｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｒｅａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

表３ 三项幂级数畸变逼近表达式的拟合度

Ｔａｂｌｅ３ Ｆｉｔｔｉｎｇｑｕａｌｉｔｙｆｏｒｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｗｉｔｈｔｈｒｅｅｔｅｒｍｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓ

Ｐｏｗｅｒ ξｒ ξθ Ｐｏｗｅｒ

２、３、８ １．５６２６×１０－５ ２．９５５２×１０－１１ ２、４、６

２、３、７ １．６３３６×１０－５ ９．９７７９×１０－１１ ２、４、７

２、３、９ １．９１３８×１０－５ １．２１５０×１０－１０ ２、４、５

２、３、６ ２．３０８９×１０－５ ２．７６１１×１０－１０ ２、４、８

２、３、５ ３．８３５０×１０－５ ４．９２６３×１０－１０ ２、４、９

２、４、５ ５．５００９×１０－５ １．３０６０×１０－９ ２、３、４

２、３、４ ６．５４１７×１０－５ ４．４５５０×１０－９ １、２、４

２、４、６ １．７１５２×１０－４ ３．２４３１×１０－７ ２、３、５

１、２、３ ２．６３３１×１０－４ ７．３０８８×１０－７ ２、５、６

　　表３为关于狉和θ的三项畸变逼近表达式的拟

合度。含有狉的２，３幂次，θ的２，４幂次的畸变表达

式均出现在表３中，且处在相同位置的拟合度，ξθ 至

少大于ξｒ三个数量级。由（２）式给出的表达式依然

没有出现在表格的第一行。另有，对基于狉和θ各

幂次的四项组合表达式，也采用如上的方法做了研

究。对于狉，其幂次自２３４５至２６７９升次排列的组

合相对其他幂次组合区间有较好的拟合度，但相对

于表３并没有明显的提升，且彼此间差别不大。表

４则给出了关于自变量θ的四项组合表达式中较好

的拟合。关于θ的２，４幂次项仍然是畸变的主要描

述，但犽１θ
２＋犽２θ

４＋犽３θ
６＋犽４θ

８ 并没有出现在表中的

第一行。表４第一行的拟合度相对于表３第一行的

拟合度有所下降，且表４相对于表３整体变化不大。

表４ 关于θ的四次幂级数畸变逼近表达式的拟合度

Ｔａｂｌｅ４ Ｆｉｔｔｉｎｇｑｕａｌｉｔｙｆｏｒｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｂｙｆｏｕｒｔｅｒｍｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓｏｆθ

ξθ Ｐｏｗｅｒ ξθ Ｐｏｗｅｒ

１．６００８×１０－１０ ２、４、８、９ ６．９０３８×１０－１０ ２、４、７、９

３．０１５０×１０－１０ ２、４、５、７ ２．２２３６×１０－９ ２、４、６、８

４．８３５３×１０－１０ ２、４、５、６ ７．２４４０×１０－９ ２、３、４、６

５．７３１５×１０－１０ ２、４、７、８ １．０３６３×１０－８ ２、４、５、９

　　由数字研究结果可见，对于给定的广角物镜，θ

的２、４、６次幂的组合是所有被研究的畸变逼近模型
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中最精确的，这与基于像差理论的畸变表达式相吻

合；而（２）式给出的狉的偶次幂组合的畸变表达式均

没有出现在表中的第一行，基于径向半径狉的２、３

幂次的组合反而可以提供更为精确的畸变描述，这

个原因可以通过（２）式提出的质疑加以解释。高的

阶次和多的项数未必会提供一个更为精准的畸变表

达，这可从数值分析的角度加以理解，对于含有一定

变化规律的一组数据，只能试图找到这“一”规律，才

能对其进行“最”精确描述。另有，对基于（３）式，

（４）式且含有常数项的不同组合函数，也同样做了研

究，它与不含常数项的各拟合函数相比，逼近度提高

不明显，有时甚至下降。

另外，对于Ｚｅｍａｘ软件平台上给定的，比较常

见的双高斯型、反摄远型的物镜也按如上方法做了

研究，结论均成立。

５　结　　论

用关于视场角和径向半径的不同幂次组合的相

对畸变表达式进行了数据拟合，对给定的镜头，关于

径向半径偶次幂级数的相对畸变表达式并不能等同

于基于像差理论的关于视场角的相对畸变表达式，

以提供同样精确度的拟合，对基于径向半径幂级数

的相对畸变表达式，２、３次幂是其主要的描述；通过

研究，既印证了基于像差理论的关于视场角的２，４

和６次组合的相对畸变表达式的经典，也论证了工

程上“多项和高阶的拟合函数未必会提供一个更为

精准的畸变表达”。

另有，由广角照相物镜的栅格畸变结果是一个

纯畸变的结果，而实际应用中由于加工和装配的误

差可能使纯畸变的获得有些许背离。基于初级像差

理论的畸变公式仅是针对球透镜光学系统的一个逼

近的表达，当强调的是，对于具体的量测镜头，了解

镜头的结构对于找到最逼近的畸变模型是必要的。
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