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大芯径大数值孔径阶跃光纤传导模特征方程求解

杨　春　夏志超
（东南大学电子工程系，南京２１００９６）

摘要：　导出了相邻阶第二类变型贝塞尔函数的比值在小宗量的逼近形式，利用ＬｅｎｔｚＴｈｏｍｐｓｏｎ方法计算相邻阶

第一类贝塞尔函数的比值在小宗量的值，计算精度为浮点数系统的最低有效位。从而解决了求解大芯径、大数值

孔径阶跃光纤的特征方程时，贝塞尔函数溢出双精度浮点数表示范围的问题。分别对多模石英光纤和大芯径大数

值孔径的聚合物光纤的传导模特征方程进行了求解，石英光纤的传导模特征值计算结果与Ｏｐｔｉｗａｖｅ公司的软件

一致；对于聚合物光纤，算法给出了所有模式的计算结果，其中模式角向序数小于７０的计算结果与Ｏｐｔｉｗａｖｅ公司

的软件一致，而Ｏｐｔｉｗａｖｅ公司的软件不能计算角向序数大于７０的模式。
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１　引　　言

聚合物光纤的芯径和数值孔径很大，便于连接，

作为短距离网络的一种潜在的优良传输介质正受到

广泛的关注和研究［１～５］。聚合物光纤的传输特性与

石英光纤显著不同，利用数值方法可以研究模式耦

合和差分模式损耗对聚合物光纤带宽的影响，为此

需要求解聚合物光纤的传导模特征方程，从而得到

传导模及其传播常数。

由于聚合物光纤的芯径和数值孔径较大，传导
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模数量在１×１０６ 以上，角向模式序数超过１×１０３，

求解特征方程时，出现第一类贝塞尔函数和变型贝

塞尔函数在大阶数、小宗量时超出双精度浮点数表

示范围（１．９８×１０－３２３～１．７×１０
３０８）的情况。现有的

商用光纤软件（例如目前使用较多的美国Ｏｐｔｉｗａｖｅ

公司的软件）在角向模式序数超过７０时就不能给出

正确的模式计算结果，只能用于模式数相对较少的

光纤（例如多模石英光纤）的传导模计算。

本文研究大芯径、大数值孔径阶跃多模光纤的

传导模本征方程的求解。导出相邻阶变型贝塞尔函

数的 比 值 在 小 宗 量 的 逼 近 形 式，利 用 Ｌｅｎｔｚ

Ｔｈｏｍｐｓｏｎ方法计算相邻阶第一类贝塞尔函数的比

值在小宗量的值，并以上述方法为基础建立完整的

光纤本征方程求解算法。分别对芯径为６２．５μｍ的

石英光纤和芯径为９８０μｍ的聚合物光纤进行了计

算，计算结果与Ｏｐｔｉｗａｖｅ公司的软件进行了对比。

２　传导模本征方程的数值解法

阶跃光纤的折射率分布为

狀（狉）＝
狀１ 狉≤犪

狀２ 狉＞
烅
烄

烆 犪

其中犪为光纤的半径，狀１、狀２分别为纤芯和包层的折

射率。

阶跃光纤的传导模本征方程如下式［６］所示：

′Ｊν（犝）

犝Ｊν（犝）
＋

′Ｋν（犠）

犠Ｋν（犠［ ］）
ε１

ε２

′Ｊν（犝）

犝Ｊν（犝）
＋

′Ｋν（犠）

犠Ｋν（犠［ ］）＝ν２
１

犝２
＋
１

犠（ ）２ ε１

ε２

１

犝２
＋
１

犠（ ）２ ， （１）

式中ν为角向模式序数，ε１ 和ε２ 分别为纤芯和包层

的介电常量。Ｊν（犝）为ν阶第一类贝塞尔函数，Ｋν为ν

阶第二类变型贝塞耳函数。真空波数犽＝ω／犮０，犮０为

真空光速，β为模式传播常数。

犝２ ＝ （犽
２狀２１－β

２）犪２， （２）

犠２
＝ （β

２
－犽

２狀２２）犪
２， （３）

犞２ ＝犝
２
＋犠

２， （４）

为便于数值求解，ＨＥ模的本征方程化为
［７］
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ＥＨ模的本征方程为

Ｊν＋１（犝）

Ｊν（犝）
＝
－ε犝 ′Ｋν
ε１犠Ｋν

＋犝
ν
犝２
－

－Δε′Ｋν
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１

犠（ ）２ １
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＋
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ＣｕｒｖｅＡｉｓｔｈｅｌｅｆｔｓｉｄｅｏｆ（５）．ＣｕｒｖｅＢｉｓｔｈｅ

ｒｉｇｈｔｓｉｄｅｏｆ（５）．ＣｕｒｖｅＣｉｓｔｈｅｌｅｆｔｓｉｄｅｏｆ（６）．

　　ＣｕｒｖｅＤｉｓｔｈｅｒｉｇｈｔｓｉｄｅｏｆ（６）

　　图１为光纤传导模数值求解的示意图，曲线Ａ

为（５）式左边，曲线Ｂ为（５）式右边，曲线Ｃ为（６）式

左边，曲线Ｄ为（６）式右边。在犝 值属于（０，犞）的

范围内，曲线Ａ和曲线Ｂ的第μ个交点对应于（５）

式的根，即ＨＥνμ模；曲线Ｃ和曲线Ｄ的第μ个交点

对应于（６）式的根，即ＥＨνμ模。ν为角向模式序数，

ν＝０时解出ＴＥ和ＴＭ 模，ν≥１时解出混合模 ＨＥ

和ＥＨ。μ为径向模式序数。

对于大芯径、大数值孔径的光纤，传导模的数量

多达几十万至数百万，要求精确解出所有的模式并

且不能多根也不能漏根。因此需要确定每个根的区

间，然后在单根区间内用对分法快速求根。对于

ＨＥ模式，第μ个根在Ｊν 的第μ－１个零点犝ν，μ－１与

Ｊν－１的第μ个零点犝ν－１，μ之间。对于ＥＨ模式，第μ

个根在Ｊν 的第μ 个零点犝ν，μ与Ｊν＋１的第μ个零点

犝ν＋１，μ之间。Ｊν（犝）求零点的难题经过３０多年的研

究已有过很多论文讨论，其中ＬｅｎｔｚＴｈｏｍｐｓｏｎ方

法［８～１０］可以快速得到给定宗量附近的零点。本文

利用ＬｅｎｔｚＴｈｏｍｐｓｏｎ方法，得到第一个零点后，利
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用第一类贝塞尔函数零点的不等式（犝ν，μ＋１－犝ν，μ＞

π）
［１０］，将犝＝犝ν，μ＋π作为初始值去迭代计算下一

个零点犝ν，μ＋１，反复下去直至解出（０，犞）范围内所有

的零点。这样就可以确定（０，犞）范围内特征方程的

所有单根区间，从而不会漏根。另外，光纤的传导模

必须满足条件犽狀２＜β＜犽狀１，当解出的模式传播常数

不满足此条件时必须舍去，以保证解不会多根。

３　相邻阶贝塞尔函数比值的计算

用（５）式、（６）式求解传导模时，需要计算相邻阶

第一类贝塞尔函数的比值以及相邻阶第二类变型贝

塞尔函数的比值。对常用的阶跃聚合物光纤（半径

α＝４９０μｍ，数值孔径犖犃＝０．５，波长λ＝６５０ｎｍ），

模式角向序数ν的范围约为犝 值的范围（０，２３８０）。

在大部分宗量范围内，贝塞尔函数值超出了双精度

浮点数的表示范围（１．９８×１０－３２３～１．７×１０
３０８），因

而不能采用先分别计算相邻阶贝塞尔函数的值，再

相除求得比值的方法。因此必须对特征方程中相邻

阶第一类贝塞尔函数的比值以及相邻阶第二类变型

贝塞尔函数的比值作整体逼近。

３．１　Ｋν＋１／Ｋν的计算

第二类变型贝塞尔函数 Ｋν（犠）在阶数ν较大

时，在小宗量的值会超出１．７×１０３０８而上溢，在大宗

量的值会小于１．９８×１０－３２３而下溢。为了计算

犓ν＋１／Ｋν，利用第二类变型贝塞尔函数的递推公式

Ｋν－１－犓ν＋１＝－（２ν／犠）Ｋν，得到连分式：

Ｋν＋１（犠）

Ｋν（犠）
＝
２ν
犠
＋

１

２（ν－１）

犠
＋

１

２（ν－２）

犠
＋…＋

１

２

犠
＋
Ｋ０（犠）

Ｋ１（犠）

， （７）

因此Ｋν＋１／Ｋν的溢出问题简化为 Ｋ０／Ｋ１ 的溢出问

题。Ｋ０／Ｋ１ 的计算分为三个区间进行：

１）１０－３０４＜犠 ＜６９７，Ｋ０和Ｋ１均不溢出。Ｋ０和

Ｋ１ 分别用双精度程序进行计算后求比值Ｋ０／Ｋ１。

２）犠 ＜ １０－３０４，Ｋ１ 上 溢。 在 此 区 间 内，

ｄ

ｄ犠

Ｋ０／Ｋ１
２／（ ）犠

＞０，因此
Ｋ０／Ｋ１
２／犠

是单调增函数，又因

为犠 ＝１０
－３０４ 时Ｋ０

／Ｋ１
２／犠

１０
－３０４，从而得到犠 ＜

１０－３０４ 时
Ｋ０／Ｋ１
２／犠

１０
－３０４。因此（７）式中忽略Ｋ０／Ｋ１

而产生的计算误差非常小，仅可能对浮点数的最低

有效位产生影响。

３）犠 ＞６９７，Ｋ０ 下溢。此时可以计算带指数的

贝塞尔函数（ＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌＳｃａｌｅｄＢｅｓｓｅｌＦｕｎｃｔｉｏｎ）

ｅ犠犓ν（犠），在双精度浮点数的范围内，ｅ
犠Ｋ０（犠）和

ｅ犠Ｋ１（犠）都不溢出。ｅ
犠Ｋ０（犠）和ｅ

犠Ｋ１（犠）分别用

双精度程序进行计算后求比值Ｋ０／Ｋ１。

得到Ｋ０／Ｋ１计算值后，代入（７）式即可得Ｋν＋１／Ｋν

的计算值，计算误差为浮点数系统的最低有效位。

３．２　Ｊν±１（犝）／Ｊν（犝）的计算

对第一类贝塞尔函数Ｊν（犝）在阶数ν较大而宗

量犝较小时，函数小于１．９８×１０－
３２３而下溢出，因此

要对Ｊν±１（犝）／Ｊν（犝）进行数值逼近，这可以利用

ＭｏｄｉｆｉｅｄＬｅｎｔｚ或ＬｅｎｔｚＴｈｏｍｐｓｏｎ方法计算下面

的连分式得到［９］

Ｊν（犝）／Ｊν－１（犝）＝

１

２ν／犝－
１

２（ν＋１）／犝－
１

２（ν＋２）／犝－…

， （８）

（８）式可以用迭代算法实现，当宗量犝＜ ν 时收敛

很快，可以迅速迭代到指定精度。

４　光纤传导模计算

利用以上算法分别对石英多模光纤（芯径

６２．５μｍ，狀１＝１．４６，犖犃＝０．２，波长λ＝１３００ｎｍ）和

聚合物光纤（芯径９８０μｍ，狀１＝１．４９２，犖犃＝０．５，波

长λ＝６５０ｎｍ）进行了特征方程求解。模式传播常

数换 算 成 有 效 折 射 率 狀ｅ ＝β／犽，与 Ｏｐｔｉｗａｖｅ

Ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ公司的软件ＩＦＯＧｒａｔｉｎｇ４．０的计算结

果进行了对比。将有效折射率从大到小排列后，在

表１中列出了其中最大的１０个有效折射率和最小

的１０个有效折射率。最小的有效折射率对应于临

近截止的模式，它决定了所有传导模的总数和模式

序号。对比石英光纤的ＩＦＯ－Ｇｒａｔｉｎｇ的计算结果

与本论文的计算结果，发现所有传导模的模式序号

是一致的，ＩＦＯＧｒａｔｉｎｇ的模式有效折射率的计算

结果是本论文计算结果的四舍五入，这表明本论文

９５９７期　　　　　　　　　　　杨　春等：　大芯径大数值孔径阶跃光纤传导模特征方程求解　　　　　　　　　　　



的算法是精确的。对比大芯径、大数值孔径聚合物

光纤的计算结果，发现ＩＦＯ－Ｇｒａｔｉｎｇ对于模式角向

序数大于７０的模式不能给出正确的计算结果（计算

结果皆为１．４９２），而本论文的算法能够精确地计算

所有的模式。综合两种光纤的计算结果，表明本论

文的算法能够精确地求解大芯径、大数值孔径阶跃

光纤的传导模特征方程。

Ｔａｂｌｅ１ ＮｕｍｅｒｉｃａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｗｏｏｐｔｉｃａｌｆｉｂｅｒｓａｍｐｌｅｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈＩＦＯＧｒａｔｉｎｇ４．０

Ｓｉｌｉｃａｆｉｂｅｒ，ｃｏｒｅｄｉａｍｅｔｅｒ６２．５μｍ，狀１＝１．４６，

犖犃＝０．２，λ＝１３００ｎｍ

ＰＭＭＡｆｉｂｅｒ，ｃｏｒｅｄｉａｍｅｔｅｒ９８０μｍ，狀１＝１．４９２，

犖犃＝０．５，λ＝６５０ｎｍ

Ｍｏｄｅ Ｔｈｉｓｐａｐｅｒ ＩＦＯｇｒａｔｉｎｇ Ｍｏｄｅ Ｔｈｉｓｐａｐｅｒ ＩＦＯｇｒａｔｉｎｇ

１０Ｌａｒｇｅｓｔ狀ｅ

１０ｓｍａｌｌｅｓｔ狀ｅ

ＨＥ（１，１）１．４５９９１８６０９９８６９３５ １．４５９９１８６

ＴＥ（０，１）１．４５９７９３５０７５９３２８８ １．４５９７９３５

ＨＥ（２，１）１．４５９７９３３７８００６８１３ １．４５９７９３４

ＴＭ（０，１）１．４５９７９３２６４８４１５５４ １．４５９７９３３

ＥＨ（１，１）１．４５９６２８８６４３８９８１５ １．４５９６２８９

ＨＥ（３，１）１．４５９６２８８３３９９０２３２ １．４５９６２８８

ＨＥ（１，２）１．４５９５７１２３０２９７４３９ １．４５９５７１２

ＥＨ（２，１）１．４５９４２７２２４０９７６６３ １．４５９４２７２

ＨＥ（４，１）１．４５９４２７１５４８１４９７４ １．４５９４２７２

ＴＥ（０，２）１．４５９３０７９２８９０８１１２ １．４５９３０７９

ＥＨ（８，６）１．４４６７７７０５２６５３１８９ １．４４６７７７１

ＨＥ（１０，６）１．４４６７７２４９７３６２８９１ １．４４６７７２５

ＥＨ（２４，１）１．４４６６７０１２６７１７２４０ １．４４６６７０１

ＨＥ（２６，１）１．４４６６５６８１６９６５１１１ １．４４６６５６８

ＥＨ（２０，２）１．４４６４５０２１３２０４９８２ １．４４６６５０２

ＨＥ（２２，２）１．４４６４３８８９４８４５８７８ １．４４６４３８９

ＥＨ（６，７）１．４４６３７３７６３８５８６８５ １．４４６３７３８

ＨＥ（８，７）１．４４６３７０２６６３７７９６０ １．４４６３７０３

ＥＨ（１１，５）１．４４６２６０４４４５７０６８３ １．４４６２６０４

ＨＥ（１３，５）１．４４６２５４０９７４１９７０７ １．４４６２５４１

１０ｌａｒｇｅｓｔ狀ｅ

１０ｓｍａｌｌｅｓｔ狀ｅ

ＨＥ（１，１） １．４９１９９９９１３６８２８５３ １．４９１９９９９

ＴＥ（０，１） １．４９１９９９７８０８７４１０７ １．４９１９９９８

ＨＥ（２，１） １．４９１９９９７８０８６３７１３ １．４９１９９９８

ＴＭ（０，１） １．４９１９９９７８０８５３３３６ １．４９１９９９８

ＥＨ（１，１） １．４９１９９９６０６３４４７１０ １．４９１９９９６

ＨＥ（３，１） １．４９１９９９６０６３４４６７２ １．４９１９９９６

ＨＥ（１，２） １．４９１９９９５４５２０００３２ １．４９１９９９５

ＥＨ（２，１） １．４９１９９９３９２４３４１４０ １．４９１９９９４

ＨＥ（４，１） １．４９１９９９３９２４３４０６１ １．４９１９９９４

ＴＥ（０，２） １．４９１９９９２６５４２２８５８ １．４９１９９９３

ＨＥ（６７８，４４７）１．４０５７２７６７１４２１６４９

ＨＥ（１４４３，１７８）１．４０５７２７２５７４７３７８１

ＨＥ（７５０，４１８）１．４０５７２７１２８８８０８９４

ＨＥ（１２７３，２３０）１．４０５７２７１２８０３８７４２

ＨＥ（１４７，６８３）１．４０５７２７０８７６７０２４０

ＨＥ（２０４３，３７）１．４０５７２７０５２９５９５２４

ＨＥ（１６２８，１２７）１．４０５７２６５０８１７２４２４

ＨＥ（７２０，４３０）１．４０５７２６０００８３２９２１

ＨＥ（２１０，６５３）１．４０５７２５８９１７９７７４６

ＨＥ（１０９９，２８８）１．４０５７２５８８９４８４９９０

１．４９２ｆｏｒ

ａｌｌｍｏｄｅｓ

ｗｉｔｈν＞７０

结论　用数值方法求解大芯径、大数值孔径阶跃光

纤的传导模特征方程，计算模式的传播常量。利用

第一类贝塞尔函数的零点来确定单根的区间，然后

用对分法进行快速求解。用连分式对相邻阶第二类

变型贝塞尔函数的比值和相邻阶第一类贝塞尔函数

的比值在小宗量做了高精度的逼近，解决了溢出问

题，从而能够对大芯径、大数值孔径光纤的传导模特

征方程进行求解。本论文算法的程序简单，运行速

度快，计算误差为浮点数系统的最低有效位。
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