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激光场中两维色噪声的近似计算!

何 英 凌寅生 朱士群
（苏州大学理学院物理系，苏州 "’#!!)）

摘要： 从色散型介质中三次激光模型出发，通过泛函导数，应用小!近似计算两维色噪声，得到激光场定态强度

分布，研究了定态强度分布的极值点随抽运参量和强度噪声相关时间的变化情况。应用平移 ’* ! 展开方法，得到激

光场瞬态解，即本征值随抽运参量的变化情况。研究结果表明，抽运参量和噪声相关时间是激光系统出现一级相变

类比的关键因素，相位噪声相关时间对强度谱分布中的线宽影响较大。
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’ 引 言

激光系统中由于抽运涨落引起的反常统计性质

受到人们的高度重视。在染料激光和加入抽运噪声

的氦氖激光等激光系统中，人们观察到强度涨落的

加强［’ 1 ,］。人们认识到要对抽运涨落建立正确的模

型，必须考虑色噪声，也就是有一定相关时间的噪

声。实际激光系统中存在许多噪声相关时间较长而

不能作白噪声处理的系统，所以研究噪声相关时间

对随机系统各种物理性质的影响，是近年来国际学

术界十分活跃的课题之一［# 1 (］。色散型介质中的激

光方程的自发辐射噪声的强度之间和相位之间均存

在关联时间。对色噪声，常用的处理方法是引进新

变量，把低维空间中的色噪声转化成高维空间中的

白噪声来加以处理［2］。随着空间维数的增大，与朗

之万（34567895）方程相应的福克 普朗克（:;<<7=%
>?45@<）方程的计算工作量大为增加。应用泛函导

数，可以不增加随机变量的维数，近似处理有色噪声

的问题［&］。因此，这种方法引起了人们的极大兴趣。

在以 往 的 一 些 工 作 中 仅 处 理 一 维 有 色 噪 声 的 问

题［"，&］。本文从色散型介质中含有三阶非线性项的

三次激光模型出发，应用泛函导数，对两维色噪声进

行小!近似，得到激光场定态强度分布，分析了一

级相变在物理区域发生的条件，研究了定态强度分

布的极值点随抽运参量和强度噪声相关时间的变化

情况。理论计算表明，色散型介质三次激光模型中，

噪声的有色性会使得一级相变类比的现象更为丰富

多彩。近年来，从实验上和理论上分析非平衡相变

成为人们研究的重点之一［# 1 (］。色散型介质三次激

光模型是两维色噪声的小!近似计算的应用实例之

一，也是人们进行实验观察非平衡相变的激光系统之

一。本文进一步应用平移 ’*! 展开方法，得到激光

场瞬态解，即本征值随抽运参量的变化情况，发现相

位噪声相关时间对强度谱分布中的线宽影响较大。

" 两维色噪声的小!近似

考虑下列两维色噪声问题

!国家自然科学基金（’&2(,!,)）资助课题。

A%B49?：CDEFGCFH4/ 7HF/ @5
收稿日期："!!’%!2%’$；收到修改稿日期："!!"%!’%’,

·"#（ $）I %#［!（ $）］J &#［!（ $）］"#（ $） （ # I ’，"）， （’）

其中"#（ $）为高斯型色噪声，它的一次矩和二次矩为

〈"#（ $）〉I !； 〈"#（ $）"’（ $K）〉I
(#

!#
##’!（ $ L $K） （ #，’ I ’，"）， （"）

式中，(# 为噪声强度，!# 为关联时间。

同随机方程（’）相对应的密度函数为

)（!，$）I〈!［!（ $）L !］〉I
〈!［" ’（ $）L " ’］!［" "（ $）L " "］〉， （$）

其中 !（ $）为随机变量，! 为相空间中点的坐标。密度函
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数 !（"，!）满足下列运动方程

!"（"，!）
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应用 &’()*’( 公式［+］，可得 〈!#（ !）!［"（ !）# "］〉!#!!,〈!#（ !）!#（ !,）〉〈!!［"（ !）# "］

!!#（ !,）
〉， （-）

式中泛函导数为
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在小"近似下［12］： 〈!#（ !）!#（ !,）〉$ 3(#［!（ ! # !,）""#
/
/ !,!（ ! # !,）］， （4）

由此可得 !"（"，!）
!! ! #"
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#"#
/
/ !,
!&’（ !）
!!#（ !,） !, !

]
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由随机微分方程（1）可得积分方程

&’（ !）! &’（2）"#
!

2

/)｛$’［"（ )）］" %’［"（ )）］!’（ )）｝， （12）

由此可得 !&’（ !）
!!#（ !,）!##’ %’［"（ !,）］"#

!

2

/)"
*

!
!&*（ )）｛$’［"（ )）］" %’［"（ )）］!’（ )）｝!&*（ )）

!!#（ !,）
； （11）

/
/ !
!&’（ !）
!!#（ !,）! "

*

!
!&*（ !）｛$’［"（ !）］" %’［"（ !）］!’（ !）｝!&*（ !）

!!#（ !,）
$ （13）

（13）式是变系数的耦合线性微分方程组，作退耦近似：

/
/ !
!&’（ !）
!!#（ !,）# !

!&’（ !）｛$’［"（ !）］" %’［"（ !）］!’（ !）｝!&’（ !）
!!#（ !,）$

!
!&*（ !）｛$’［"（ !）］" %’［"（ !）］!’（ !）｝!&*（ !）

!!#（ !,[ ]） ! ! !,
（ * % ’）， （15）

由（11）式可知 !&’（ !）
!!#（ !,） ! ! !,

!!#’ %#［"（ !）］， （1%）

由此可以解出变分导数!&’（ !）
!!#（ !,）

，进而可以求出
/
/ !,
!&’（ !）
!!#（ !,） !, ! !

。在
/
/ !,
!&’（ !）
!!#（ !,） !, ! !

中包含!*（ !）的项，如果忽

略 "（"，!）的高阶偏导数，即作最佳福克 普朗克近似，可得
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其中， +#（"）! %#（"）""# %3
#（"）!

!&#

$#（"）

%#（"）# $’（"）!%#（"）

!&[ ]
’

（ ’ % #）$ （1.）

.321 光 学 学 报 33 卷



! 小!近似在激光方程中的应用

色散型介质中的激光方程，可用三次型方程描

述［""］

·!" #（# $ ! %）!" &"" （ " # "，%），（"’）

其中 ! # !" & (!% 为光场的复振幅，" #"" & ("%

为自发辐射噪声。如果"为白噪声，有

〈""（ $）"%（ $)）〉# %!"%!（ $ $ $)）

〈""（ $）〉# * + （ " # "，%） （",）

式中 # 为抽运参量，噪声强度已重整化为 "。# - *
表明激光在低于阈值条件下工作，光腔内仅有热光

场；# # * 表明激光处于阈值；# . * 表明激光在高

于阈值条件下工作，系统有激光输出。

用强度 & # !%
" & !%

% 与相位# # /012/3（!% 4!"）

作为变量，（"’）式可改写为［,］

·& # %（# $ &）& & % & %!&"& ，

·# # $ "
!&
"#，

（"5）

其中随机变量"& 、"# 分别表示强度和相位噪声，它

们满足

〈"&（ $）〉#〈"#（ $）〉# *，

〈"&（ $）"&（ $)）〉#〈"#（ $）"#（ $)）〉#
%!（ $ $ $)），

〈"&（ $）"#（ $)）〉#










* +

（%*）

显然，（",）式和（%*）式描述的是白噪声，它只是关

联时间很短时真实噪声的近似。如果考虑关联时间

对激光统计性质的影响，则需要考虑色噪声：

〈"&（ $）"&（ $)）〉# "
!"

678 $ $ $ $)
!( )

"
，

〈"#（ $）"#（ $)）〉# "
!%

678 $ $ $ $)
!( )

%

}
，

（%"）

式中，!" 、!% 分别表示强度和相位噪声的相关时间。

对于（"5）式的激光方程，有

’"（ &，#）# %（# $ &）& & %，

("（ &，#）# %!&，

’%（ &，#）# *，

(%（ &，#）# $ "4!&










+

（%%）

将（%"）式中的关联时间分别写成!" 、!% ，则从（"9）

式可得

) "（ &，#）# % &"4% & %!"（#&"4% $ ! &!4% $ & $"4%），

) %（ &，#）# $ & $"4% $!%（#& $"4% $ &"4% & & $!4% }），
（%!）

相应的福克 普朗克方程为

"*（ &，#，$）
"$ # $ % "

"& % & #& $ &% &!" # $ ! & $ "( )[ ]& *（ &，#，$）&

: "
%

"&%
［ & &!"（#& $ ! &% $ "）］*（ &，#，$）& "

& &!%
#
& $ " & "

&( )[ ]%
"% *（ &，#，$）

"#
% + （%:）

! + " 稳态解

与#和 $ 无关的稳态解 * ;2（ &）可从下列一阶方程求出

<
< &［ & &!"（#& $ ! &% $ "）］* ;2（!）# "

% % & #& $ &% &!" # $ ! & $ "( )[ ]& * ;2（!）+ （%=）

准确到!" 的一阶项，稳态解 * ;2（!）可表示为

* ;2（!）# +678 $ "
:（ & $ #）[ ]% " &!"

"
% & $ "

%（#% $ ,）& & #&% $ "
% &[ ]{ }! + （%9）

如果将稳态解写成下列指数形式，则便于对相变情况进行解析分析［5］

* ;2（!）# +678［$$（ ,）］， $（ ,）# "
:（ & $ #）% $!"

"
% & $ "

%（#% $ ,）& & #&% $ "
% &[ ]! + （%’）

小!展开中的一个最大问题是在扩散系数为负的区域中会出现非物理解。在（%:）式中，扩散系数为

-&&（ &）# :［ & &!"（#& $ ! &% $ "）］+ （%,）

-&&（ &）. * 的区域为

" &%!" $ （" & #!"）% $ "%!! %
"

9!"
- & -

" & #!" & （" & #!"）% $ "%!! %
"

9!"
， （%5）
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当 !! ! ! 时，上式可近似化成

!! " ! " !
#!!

$ "
# %!!， （#&）

它可足够精确地代替（&，$ ’）区间，但计算（()）式

中的归一化系数 # 时，只能用（(*）式或（#&）式的区

间。在!! +" 平面上，$ ,-（ !）的最可几强度 ! ./ 突变

（第一类相变）的分界线可由以下方程

0"10 ! 2 &、 （#!3）
0("10 !( 2 & （#!4）

确定［!(，!#］。由（#!3）得

!5 $
! % 5"!!

#!!
!# %

" $（6 % "(）!!

#!!
!( $ !

# 2 & 7

（#(3）

令# 2
! % 5"!!

(5!!
，$ 2

" $（6 % "(）!!

!(!!
，则上式可改

写为

!5 $ 6#!# % 5$!
( $ !

# 2 & 7 （#(4）

由（#!）式可得

!( $ 8#! % ($ 2 & 7 （##）

由此可以求出#+$平面上 $ ,-（ !）的最可几强度 ! ./

发生突变的分界线

# 2 !
!( !# % !

5 ，$ 2 !
5 !( % !

5 !( 7 （#5）

9:; 7 ! /3<3=>->< ?@3A>（$，#）BC -D> C:<,-+B<0><+@:E>
-<3A,:-:BA

图 ! 作出了上述曲线，用字母 % 表示。容易求出抽运

参量 "、关联时间!! 与#、$的关系为

" 2 % 5# F ( 5#( $$ %" (
# ，

!
!!

2 6# F 6 5#( $$ %" (
#









7
（#G）

因此，当# H & 时，#+$平面上的物理区域为$#
(1# % 5#(，曲 线$ 2 (1# % 5#( 用 字 母 & 表 示；

" " & 时，"+$平面上的物理区域为$ H (1# % ##(，

曲线$ 2 (1# % ##( 用字母 ’ 表示。图中曲线 &、’ 是

物理区域与非物理区域的分界线，曲线上方是物理

区域，曲线下方即划斜线区域是非物理区域。曲线 %
是相变临界线，当参量在曲线上方的物理区域取值

时，定态强度分布 $ ,-（ !）在 ! H &处有两个极值，一

相对极大与一相对极小；当参量在曲线下方的物理

区域取值时，定态强度分布 $ ,-（ !）随着强度 ! 单调

递减。这是色噪声引起的一级相变。

图 ( 作出了# H & 时相变曲线以及相变图中

(、#、) 和 * 点定态强度分布 $ ,-（ !）的曲线。图

(（3）中，曲线 % 为第一象限一级相变临界线，曲线 &
为物理区域与非物理区域分界线，#（6 I ##，*& I (G）

为相变曲线 % 上方物理区域内一点，相应的抽运参

量 " 2 G，对应在高于阈值条件下工作的激光，强度

噪声的关联时间!! 2 & 7 &&58，定态强度分布 $ ,-（ !）
在 ! H & 处有一相对极大与一相对极小，如图 (（4）

中 + 曲线所示；(（!&，% *# 7 &6）为相变曲线下方物

理区域内一点，相应的抽运参量 " 2 % G，对应在低

于阈值条件下工作的激光，强度噪声的关联时间!!

2 & 7 &&58，这时，定态强度分布 $ ,-（ !）随着 ! 增大

而单调减小，如图 (（4）中 , 曲线所示。结果说明，

在抽运参量 " 和噪声相关时间!! 的共同控制下，激

光参量区域出现相变临界曲线，当!! 较小时，图

(（4）清楚显示 $ ,-（ !）峰值点位置经历了从 ! 2 &跳

跃到 ! $ & 的相变过程。

在 图 (（3） 中，)（& 7 &)(，) 7 85） 和 *（! 7 )5，

% !& 7 5)）为相变曲线 % 上方和下方物理区域内的一

点，相应的抽运参量分别为 " 2 G和 " 2 % G，对应在

高于阈值和低于阈值条件下工作的激光，它们的强

度噪声的关联时间为!! 2 & 7 &58，都是 # 点和( 点

的噪声关联时间的 !& 倍。同 * 点和 ( 点处参量相

对应 的 定 态 强 度 分 布 $ ,-（ !）以 及!! 2 & 时 的

$ ,-（ !）均画在图 (（J）中。从图 (（J）可见，定态强度

分布 $ ,-（ !）的峰出现在 ! 2 & 处，$ ,-（ !）随着 ! 的

增大而单调减小，但是，随着!! 从 & 增加到 & I &58，

$ ,-（ !）峰的顶部也从非常平坦变得非常锐利，显

然，噪声的有色性使得 $ ,-（ !）更集中在 ! 2 &处。同

) 点和# 点处参量相对应的定态强度分布$ ,-（ !）以

及!! 2 & 时的 $ ,-（ !）均画在图 (（0）中。从图 (（0）

可见，当强度噪声为白噪声时，!! 2 &，定态强度分

布 $ ,-（ !）在 ! H &处有一极大。但是，当强度噪声为

6(&! 光 学 学 报 (( 卷



色噪声时，!!! "，定态强度分布 ! #$（ "）中出现两个

相对极大与一个相对极小，其中一个极大出现在 "
% " 处，另一个极大出现在 " & " 处，而且，随着!!

的增加，! #$（ "）中 " & " 处峰的高度降低，" % " 处

峰的高度迅速增加。由此可见，噪声的有色性使激光

场发生的一级相变类比现象更加复杂。

’() * + （,）-,.,/0$0. 12,30（"，#）45 $60 5(.#$74.80.72(90 $.,3#($(43 54.#& "；（:）;$,$(43,.< (3$03#($< 8(#$.(:=$(43 5=3>$(43 ! #$（ "）

54. 8(550.03$ 1=/1 1,.,/0$0. # ?603 (3$03#($< 34(#0 >4..02,$(43 $(/0!! % " * ""@A，$：# % B C，%：# % C；（>）;$,$(43,.<
(3$03#($< 8(#$.(:=$(43 5=3>$(43 ! #$（ "）54. 8(550.03$ (3$03#($< 34(#0 >4..02,$(43 $(/0!! ?603 1=/1 1,.,/0$0. # % B C；（8）

;$,$(43,.< (3$03#($< 8(#$.(:=$(43 5=3>$(43 ! #$（ "）54. 8(550.03$ (3$03#($< 34(#0 >4..02,$(43 $(/0!! ?603 1=/1 1,.,/0$0. # % C

D * + 瞬态解

从稳态解的讨论中可以知道，相位噪声关联时

间!+ 对稳态解没有影响。为了讨论相位噪声关联时

间!+ 的影响，必须考虑瞬态解。为了清楚显示!+ 的

影响，在下面的讨论中，假定强度噪声的关联时间

!! % "。这时福克 普朗克方程（+@）变成

"!（ "，$，&）
"& % B + "

""（+ E #" B "+）!（ "，$，&）E @ "
+

""+ "!
（ "，$，&）E

!
" E!+

#
" B ! E !

"( )[ ]+
"+ !（ "，$，&）

"$
+ * （DA）

如果令 " % ’ +，(（ ’，$，&）% !（ "，$，&）8 "
8 ’ % + ’!（ "，$，&），则 (（ ’，$，&）满足

"(（ ’，$，&）
"& % B ""’

（# B ’+）’ E ![ ]’ (（ ’，$，&）E "
+

"’+
(（ ’，$，&）E !

’+ E!+
#
’+ B ! E !

’( )[ ]@
"+ (
"$

+ *（DF）

设福克 普朗克方程（DF）的特解为

()（ ’，$，&）% *)（ ’，&）0G1（()$）， （DH）

则 *)（ ’，&）满足

"*)（ ’，&）
"& % B ""’ （# B ’ +）’ E ![ ]’ *)（ ’，&）B )+ !

’ + E!+
#
’ + B ! E !

’( )[ ]@ *)（ ’，&）， （DI）

同（DF）式对应的稳态解为

( #$（ ’）% +’0G1 #’ +
+ B ’ @( )@ % +0G1 B ’ @

@ B #’ +
+ B 23( )[ ]’ ， （@"）

由 J,3 K,/103 方法［H］可知
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!"（ #，$）! "#$ % &
’

# (
( % %# ’

’ % )*( )[ ]# !
+,

& ! -
’"&!"&（ #）"#$（%""& $）， （(&）

式中!"&（ #）是满足下列薛定谔方程的解，

.’
. # ’ % "’ % &/(

# ’ + % + %’

( %( )’ # ’ % %# (
’ + # 0

( +#’ "’ %
# ’ % & + &

#( )[ ]{ }( !"&（ #）! %""&!"&（ #）1 （(’）

应用平移 &/( 展开方法［&(］，图 2 中给出了本征

值"&- %"&( 随抽运参量 % 的变化情况。本征值"&&、

"&’、&2、"&( 在两种情形基本重合［图 2（3）4 图 2
（"）］，而#’ ! - 1 & 色噪声情形下，"&- 的值比白噪声

情形下高［图 2（5）］。由此可见，相位噪声的关联时

间#’ 对"&- 的影响较大，对"&&、"&’、"&2、"&( 影响较

小，而"&- 给出了强度谱分布中的线宽［6］，所以，相位

噪声的关联时间对强度谱分布中的线宽影响较大。

789 1 2 :;" <;5*9"= >? "89"*@5)A"="&- 、"&& 、"&’ 、"&2 、"&( B8C; $AD$ $5E5D"C"E % 1 =;>EC .5=;：#’ ! -，=>)8. )8*"：#’ ! - 1 &

讨论 本文从色散型介质中三次激光模型出发，应

用泛函导数，在小#近似下计算了两维色噪声，得

到两维 福克 普朗克方程，进而导出激光场定态强

度分布，分析了一级相变在物理区域发生的条件，从

理论上得出在抽运参量$与强度噪声相关时间#&

控制下发生一级相变类比的参量区域。研究了定态

强度分布的极值点随抽运参量和强度噪声相关时间

的变化情况。结果表明，% 与#& 的共同作用使激光

场定态强度分布 ) =C（ *）在物理区域发生一级相变

类比，使 ) =E（ *）峰值点位置经历了从 * ! - 跳跃到 *

"- 的相变过程。噪声是激光中诱导一级相变类比

的重要因素，而噪声的有色性使得一级相变的现象

更加丰富和复杂。本文用 F5* G5D$"* 方法进一步

研究相位噪声相关时间#’ 对激光场瞬态解的影响，

应用平移 &/( 展开方法，得到本征值随抽运参量的

变化情况，发现#’ 对本征值"&&、"&’、"&2 和"&( 的影

响很小，而对"&-影响较大，"&-代表强度谱分布中的

线宽，即相位噪声相关时间#’ 对强度谱分布中的线

宽产生很大影响。
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