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用全息透镜记录多重分数傅里叶变换全息图!

曾阳素*），"） 张怡霄*） 高福华*） 高 峰*） 郭永康*）

*），四川大学物理系，成都 +*!!+(
"），邵阳学院物理系，邵阳( )(""!!!

摘要： 提出一种用全息透镜记录多重分数傅里叶变换全息图的新方法，它能在三维空间不同位置和不同方向上

分别再现所记录的多个物体的图象。分析了利用全息透镜记录多重分数傅里叶变换全息图的原理及特点，制作了

多重分数傅里叶变换全息图，并获得了满意的再现结果。
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* 引 言

分数傅里叶光学是将数学中的分数傅里叶变换

引入光学而形成的新分支，是傅里叶光学的发展和

延拓，使人们可以用一个新的观点去审视光的传播、

成像、信息处理等问题，并为人们提供一种新的工具

去处 理 这 些 问 题，正 在 被 得 到 越 来 越 多 的 新 应

用［* ? (］。

分数傅里叶变换全息图（@ABC）与普通菲涅耳

以及傅里叶变换全息图不同，它所记录的信息既包

含有物体的信息，又包含有系统参量的信息［#，+］。

通常记录多重菲涅耳全息图是采用旋转全息干版的

方法，使不同物体的全息图在空间不同方位上再现

物体的像。本文基于分数傅里叶变换理论，提出一

种用全息透镜记录多重分数傅里叶变换全息图的新

技术，其主要优点为：*）由于不同阶数的分数傅里

叶变换，需要不同焦距的变换透镜，而所需的焦距值

常常是一些分数值，这在商品系列中难以找到，而全

息透镜具有焦距设计灵活、制作方便、价格低廉、易

于实现微型化和集成化等优点，因此采用全息透镜

代替普通光学透镜来记录分数傅里叶变换全息图，

可以更好地满足分数傅里叶变换对不同焦距的要

求；"）利用全息透镜记录分数傅里叶变换全息图，

采用特殊光路，可利用全息透镜衍射的 D * 级光作

为物光，! 级光作为参考光，不必另外安排参考光

路，可使记录光路结构大为简化，同时利用全息透镜

的离轴特性，可以很方便地获得在空间不同方位的

再现像；$）根据分数傅里叶变换理论，发展了一种

通过平移物体的位置来记录多重全息图的方法，它

与通常采用的旋转全息干版的方法相比，不仅可以

用分数傅里叶变换理论准确计算再现像的位置，而

且可以在空间不同方向和不同位置的较大范围内再

现像；(）多重分数傅里叶变换全息图需要多个与

记录时相匹配的分数傅里叶变换系统才能在三维空

间不同方向与不同位置上分别再现所记录的物体图

象，因此具有很高的防伪力度，而这多个不同阶的分

数傅里叶变换系统可通过改变全息图与透镜之间的

相对位置来实现，操作简便。

" 全息透镜记录分数傅里叶变换全息

图的原理

" - * 全息透镜实现分数傅里叶变换

利用一球面波 !（ "，#）E $ !（ "，#）FGH（I!$ ）

与倾斜平面波 %（ "，#）E & !（ "，#）FGH（I!& ）的干涉

可记录制作得到所需的全息透镜。

波前 再 现 时，用 倾 斜 平 面 光 波 ’（ "，#） E
(!（ "，#）FGH（I!( ）照射所制作的全息透镜，设透过

全息透镜的复振幅为 ’"CJ，由于只研究相对光强分

布，可忽略其中的常数项，则为：

’"CJ " ’) E (!（$ "
! K & "

!）FGH（I!( ）K
(! & ! $ ! FGH［I（!( K!, D!& ）］K
(! & ! $ ! FGH｛I［!( D（!, D!& ）］｝，（*）

其中第一项为 ! 级光，仍是倾斜平面波，第二、三项
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分别为 ! " 级发散光、# " 级会聚光。

倾斜平面波相位函数为：

!! $ "# %&’"， !$ $ "( # %&’#， （)）

其中"和#分别为记录全息透镜时和再现时的倾斜

光入射方向与 % 轴的夹角。

球面波相位函数可写为：

!& $ "［（ # ) ! ’) ! ( )(）"*) # ( (］， （+）

其中 " $ )!,$，$为记录全息透镜时的波长；"( $
)!,$(，$( 为再现时的波长；( ( 为全息透镜的焦距。

在菲涅耳近似的条件下，上式可忽略 "* ( +( 以上

的项，则有：

!& $［ " *（) ( (）］（ # ) ! ’)）， （-）

再由（"）式可以得到 # " 级光的相位分布：

!#" $!$ #（!& #!! ）$

" # # ) ! ’)

) ( (
!（%%&’# ! %&’"）[ ]# $

" #
［ # # ( (（%%&’# ! %&’"）］) ! ’)

) ({ }
(

)

!

"( (
)（%%&’# ! %&’"）)， （.）

式中，% $ "( , "，一般选择再现光与记录光的波长

相等，则% $ "。第二项的常数相位可以不计，则 # "
级光的相位分布化简为：

!#" $ " #
［ # # ( (（%%&’# ! %&’"）］) ! ’)

) ({ }
(

/ （0）

而普通透镜的透射函数为一个二次相位因子：

! $ " # # ) ! ’)

)[ ]( / （1）

比较（0）和（1）式可以看出，全息透镜可以起到

中心在（ ( (%%&’#! ( ( %&’"，(）点的会聚透镜的作用，

因此可以利用全息透镜代替普通透镜实现分数傅里

叶变换。

若要忽略相位函数（+）展开式中的高次项，必

须对全息透镜的有效孔径加以限制，即要求：

"! $ )!( )$
（ # ) ! ’)）)

2 ([ ]+
(

! )!， （2）

式中，"!为相位误差，& $（ # ) ! ’)）"*) 为全息透镜

的有效孔径，( ( 为全息透镜焦距。

实 际 计 算 中 常 取 "! $ !*"(。如 当 $ $
0+) / 2 ’3，( ( $ )( 43 时，& $ 0 / 1 33，此时将波带

片相位函数视作二次相位因子带来的误差为 )5，

完全能够满足大多数的实际应用需要。

从上面的讨论可知，只要对全息透镜的孔径加

以限制，它就有和普通透镜相同的二次相位因子，因

此可代替普通透镜用于实现分数傅里叶变换。

) / ) 用全息透镜记录分数傅里叶变换全息图

对于 67839’’#型分数傅里叶变换装置［1］，透

镜的焦距 ( 与输入面到透镜的距离 %（或输出面到透

镜的距离）应满足条件：

( $ ( " *%&’（)!*)）， % $ ( " :9’（)!*-），（;）

式中，( " $ ( %&’’" 为标准焦距，) 为分数阶。

用全息透镜（<6）记录分数傅里叶变换全息图

的原理如图 " 所示。利用全息透镜的衍射 # " 级光

作为物光，( 级光作为参考光（如图 - 所示），从而可

不必为参考光另外安排光路，使光路更加简洁，而且

由于使用离轴全息透镜，物体与全息透镜可以不共

轴，因此可更为灵活地安排光路。为了防止经物体

调制的光波通过全息透镜衍射后产生的 ( 级波对分

数傅里叶变换全息图的记录带来干扰，采用有效光

阑对光场加以限制。

=&> / " ?@47AB&’> 7C =?D< E%&’> 87F7>A9G8&4 F@’%

由（"）式可得 ( 级光与 # " 级光的光强比为：

* #"

*(
$

! ( & (）)

（& )
( ! ! )

(）) $
! ( & (

& )
( ! !( ))

(

)

"
"
- ，（"(）

因此，如果利用 ( 级光作为参考光，# " 级光作为物

光来记录分数傅里叶变换全息图，可以满足物、参光

强比的要求。

(+ $&*（$%）， % $ ( (（" # 47%)!*)），（""）

同时，由于离轴全息透镜有较大的像差，因此必须对

其像差进行控制。由全息图的再现特性知，当在原记

录条件下再现全息图 ，可获得无像差的再现像。实

际应用中，由于物体的衍射，很难严格满足这种要

求，为此必须在对全息透镜的孔径加以限制的同

时，也限制输入物体的空间频率，才能有效地控制像

差。变换系统所能处理的最大空 间 频 率（截 止 频

率）(+ 和全息透镜的有效孔径的关系由（""）式确

定，其中，% 为分数傅里叶变换系统中物体到全息透

镜的距离，与分数阶 ) 有关。

从以上讨论可以看出，用全息透镜记录分数傅

里叶变换全息图时，只要调节好物、参光强比，同时
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控制好所用全息透镜的有效孔径及输入物体的空间

频率，便可以获得较好的结果。

! 用全息透镜记录和用普通透镜再现

多重分数傅里叶变换全息图
! " # 记录光路

如图 $ 所示，%&、% ’& ⋯⋯为焦距不同的离轴全

息透 镜，各 全 息 透 镜 的 焦 距 分 别 为 ! (、"! (、#! (、

!! (⋯⋯，设多个物体分别处在不同的位置上，即物

函数分别为 $(、"$ (、#$ (、!$ (⋯⋯；对应于各个物函

数的 %#、 "% #、 #% #、!% #⋯⋯ 阶分数傅里叶变换分别

为 $#（ & #，’#，( (）、"$ #（ & # ) )#，’# ) *#，"( (）、#$ #（ & #

* )#，’# * *#，#( (）、!$ #（ & #，’#，!( (）、⋯⋯（其中 )(、

*(、)#、*# 均为常数）；各个输入面、输出面到各自全

息透镜的距离为 ( #、"( #、#( #、!( ⋯⋯，它们应分别满

足条件：( + !（# * ,-.%!/$），即（##）式。参考光 +
为相应全息透镜的零级光，分别和各个物体的分数

傅里叶变换光场干涉，干版在不同的位置经过多次

曝光后，在同一块感光板上记录了多个物体不同阶

的分数傅里叶变换全息图。在上述光路中，由于采用

了离轴全息透镜，多个物体可分别放在轴线 ,$( 的

不同位置上，通过旋转全息透镜，记录下相应的分数

阶分数傅里叶变换全息图，经再现后可在不同方位

上获得所需的再现像，调节十分方便。

012 " $ 34,-56172 -8 9:03;% <.172 =->-25?@=1, >47.

012 " ! 34,-76.A5<,A1-7 -8 9:03;% <.172 ,-BB-7 >47.

! " $ 再现光路

如图 !，& 为一焦距固定的普通透镜，用平行参

考光 + 照明多重全息图，将再现出物光波 $(、"$ (、

#$ (、!$ (、⋯⋯ 分别经 %#、 "% #、 #% #、!% #、⋯⋯ 阶分数

傅里叶变换后的光场。然后对分数傅里叶变换全息

图再现的各个光场实行逆变换，或前后移动透镜 &
实行与原变换阶数 %#、 "% #、 #% #、!% #、⋯⋯ 相匹配的

%$、"% $、 #% $、!% $、⋯⋯ 阶变换，（如 %# ) %$ + $、

"% # ) "% $ + $、 #% # ) #% $ + $、!% # ) !% $ + $、⋯⋯），

则在三维空间不同输出面的不同位置、不同方向上

可分别得到像 $$、"$ $、#$ $、!$ $、⋯⋯。

由上面分析可知，各再现分数傅里叶变换系统

的分数阶必须和相应记录时的分数傅里叶变换系统

相匹配，才能再现与多个原物体完全相同的像；多重

分数傅里叶变换全息图不仅记录了多个不同物体的

信息，还记录了相应多个系统的信息，如全息透镜的

焦距 ! (，物体与透镜的距离 ( #、"( #、#( #、⋯⋯。普通

多次曝光傅里叶变换全息图只能在一个位置观察再

现像，且多个再现像互相重叠干扰严重，而多重分数

傅里叶变换全息图的多个再现像一般在多个不同的

位置和不同的方向。只需适当选取记录时物体与透

镜不同的距离 ( #、"( #、#( #、⋯⋯ 便可使多个再现像

之间的距离在很大范围内变化；只需适当旋转记录

CDCE 期 曾阳素等： 用全息透镜记录多重分数傅里叶变换全息图



时离轴全息透镜的角度!!、!!!、"!!、⋯⋯，便可使多

个再现像之间的方向在很大范围内变化，则再现时

零级光产生的噪声对某一个再现像的影响可忽略，

且可减少多个再现像的交叉影响，此时某一物体的

再现像位置处的背景噪声将大为减少。

" 实 验

用全息透镜（#$）记录多重分数傅里叶变换全

息图的实验光路如图 " 所示（以三重分数傅里叶变

换全息图为例）。

%&’ ( " )*+,-&.,/012 1--1/’,.,/0 34 -,53-6&/’ 78%9:# ;&0< <323’-1+<&5 2,/=

它的记录过程分三步进行：!）先用经扩束的

平行 #,8>, 激光照明透明物体 #?（即“图案”），取第

一块全息透镜（#$）焦距为 $ ? @ AB! ..，分数阶为

%! @ ? ( C?，& ! @ !DC ..，对全息干版进行第一次曝

光，时间 ’! @ !E =，记录下 #!；E）换上第二个物体

!# ?（即“)”）和第二块全息透镜（# F$ ）焦距为 !$ ? @
B?? ..，保持 & ! 不变，即取 !& ! @ & ! @ !DC ..，分

数阶为 !% ! @ ? ( GC，第二次曝光时间 ’E @ !E =，记录

下 !# !；B）换上第三个物体 "# ?（即“光”），仍然使用

第二块全息透镜 # F$ 且保持位置不变，只是将其旋

转 !D?H，分数阶为 "% ! @ ! ( EC，"& ! @ "!C ..，第三次

曝光时间 ’B @ EA =，记录下 "# !。在记录过程中各物

体须平行全息透镜放置，否则将会引起畸变；为了防

止经物体（透明片）调制的光波经全息透镜衍射的零

级波对全息图记录的干扰，须用有效光阑对光场加

以限制，相对孔径取值在 ! I A J ! I !? 之间。经线性

冲洗 全 息 干 版 后 得 多 重 分 数 傅 里 叶 变 换 全 息 图

（78%9:#）。

图 C 是用 KKL 记录的实验结果，即用斜射平行

光照射，再分别经与记录时相匹配的分数傅里叶变

换后（即解码）所观察到的三重像。三个再现分数傅

里叶变换系统中所用的普通凸透镜的焦距均为 $ @
B?? ..。图 C（1）中再现系统的分数阶为 %E @ ! ( C，

相应的 & E @ C!E ..，此时输出面只有一个清晰的

像，即“图案”，而另二个物体的像则为模糊的背景噪

声，无法辨认。图 C（M）中，再现系统的分数阶为 !% E

@ ! ( EC，相应的 !& E @ "!C ..，此时输出面也只有一

个清晰的像，即“)”，而“图案”和“光”的像则为模糊

的背景噪声，无法辨认。图 C（5）中，再现系统的分

数阶为 "% E @ ? ( GC，相应的 "& E @ !DC ..，此时输出

面也只有一个清晰的像，即“光”，而“)”和“图案”的

像则为模糊的背景噪声，无法辨认。

%&’ ( C :<, ,*+,-&.,/012 -,53/=0-N50&3/ -,=N20= 34 78%::#(（1）:<, 4-150&3/12 3-6,- % @ ? ( C，%E @ ! ( C；$ ? @ AB! ..；& E @

C!E ..(（M）:<, 4-150&3/12 3-6,- !% ! @ ? ( GC， !% E @ ! ( EC；!$ ? @ B?? ..；!& E @ "!C ..(（5）:<, 4-150&3/12 3-6,- "% ! @ ! (

EC，"% E @ ? ( GC；"$ ? @ B?? ..；"& E @ !DC ..(

实验结果表明，使用离轴全息透镜记录三重分

数傅里叶变换全息图时，只要对使用条件加以控制，

就能获得满意的再现结果。

结束语 利用全息透镜实现了多重分数傅里叶变换
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全息图（即记录时使用多个全息透镜，而再现时使用

一个普通透镜）。通过全息透镜组成的多个简单的

分数傅里叶变换系统就可以很方便的在一块感版上

分别记录多个物体在三维空间不同位置和不同方向

上的不同阶的分数傅里叶变换全息图，这是传统的

多重全息图难以实现的，它是记录多重全息的一种

新途径，可应用于图像处理和信息存储等方面。
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